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内 容 简 介 


本 书 较 全 而 而 简要 地 论述 了 椭圆 函数 的 基本 内 容 ， 以 及 概 同 了 
数 的 车 干 应 用 概 摇 。 侈 书 共 分 十 一 章 。 前 九 章 按 函数 的 共性 分 别 介 
铝 了 椭 因 函数 的 定义 和 一 般 性 质 ， 二 阶 椭 网 函数 ， 各 种 拟 椭 圈 孙 数 
的 特性 及 相互 关系 ， 任 性 椭圆 枉 数 的 各 种 表示 法 及 三 阶 述 图 δὲ δι, 
各 种 桶 圆 函 数 的 加 法 从 式 ， 李 网 积 分 ， 烦 贺 函 数 的 变换 ， 椭 贺 模 δὲ 
数 ， 以 及 将 椭圆 函数 形成 三 角 级 数 式 等 。 后 二 章 是 有 关上 应 用 方面 的 
内 容 ， 第 十 章 介绍 了 梢 加 函数 和 梢 圆 积分 的 保 角 映射 ， 第 十 一 章 介 
绍 了 椭圆 函数 在 其 他 几 个 方 而 的 应 用 。 

本 书 可 以 作为 从 事 禄 回 函 数 及 其 应 用 的 科技 人 员 的 参考 多， 也 
可 作为 有 关 专 业 的 研究 生 或 高 年 级 学 生 选 修 课 的 教材 。 
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出 版 说 明 


近 20 年 来 电子 工程 、 控 制 工程 、 系 统 工程 及 其 他 领域 都 获得 
巨大 发 展 ,众所周知 , 这 些 科 学 技术 研究 的 发 展 是 与 现代 逐渐 形成 
的 应 用 数学 学 科 紧 密 相 联 ， 相 辅 相 成 。 尤 其 近年 发 展 起 来 的 边缘 
学 科 ， 更 是 与 数学 紧密 结合 。 但 一 般 数 学 专著 比较 偏重 于 论证 严 
谨 ， 全 面 系统 ， 篇 巾 较 大 ， 理 论 较 深 。 广 大 科技 工作 者 学 习 此 类 
著作 ， 往 往 需 时 较 多 ， 与 工作 结合 不 紧 ， 收 效 不 大 。 本 丛书 将 为 
目前 在 电子 工程 、 控 制 工程 、 系 统 工程 等 领域 工作 的 同志 在 数学 
ο μμ . 

本 从 书 是 一 种 介 于 现代 应 用 数学 专著 与 工程 专业 理论 书籍 之 
间 的 桥梁 参考 著作 。 更 着 重 于 科技 工作 中 应 用 较 多 的 数学 ΜΑ 
分 析 和 解 题 的 基本 技巧 。 也 包 揪 一 部 分 适合 于 实际 工作 者 为 学 习 
更 高 深 的 现代 应 用 数学 专著 所 需 之 基础 知识 。 

本 丛书 选材 包括 三 个 方面 ， 基 础 数学 ;应 用 数学 有 关 领 域 的 
基础 介绍 ， 应 用 于 科技 中 的 典型 基础 专业 理论 。 出 版 采用 分 册 形 
式 , 各 贡 内 容 独立 ， 自 成 系统 ， 但 仍 有 少量 交叉 , 分 期 分 批 出 版 。 

丛书 可 供 大 专 院 校 有 关 专 业 研 究 生 、 教 师 、 从 事 科研 生产 的 
工程 师 参考 。 
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椭圆 档 数 论 是 一 门 历史 悠久 、 实 用 性 很 强 的 数学 学 科 。 最 初 
关于 椭圆 积分 的 研究 可 以 追溯 到 17 世纪 中 期 。 在 17 世纪 未 ， 利 
用 椭 图 积分 的 反 演 得 到 第 一 个 真正 的 椭圆 函数 ， 尔 后 的 一 个 世纪 
中 数学 家 们 在 定义 新 函数 ， 分 析 函 数 的 性 质 ， 完 善 椭 圆 函 数理 论 
方面 均 做 了 大 量 工作 ， 逐 渐 发 展 形成 一 门 独立 的 学 科 。 这 些 工 作 
直至 最 近 二 、 三 十 年 仍 没 有 止步 〈 例 如 三 阶 椭圆 函数 是 在 1964 
年 第 一 次 出 现 的 )。 在 椭 阅 函数 发 展 的 过 程 中 ， 表 现 出 它 具 有 很 
强 的 实用 性 ， 这 或 许 是 它 能 得 以 迅速 发 展 的 一 个 主要 动力 。 早 期 
关于 求 梢 圆 和 其 他 曲线 的 弧 长 以 及 单 押 问 题 的 研究 有 力促 进 了 椭 
圆 积分 和 狂 圆 函数 的 进展 。 椭 圆 函 数 和 术 加 积分 所 能 实现 的 保 角 
映射 是 任何 初等 函数 无 法 比拟 的 ， 它 解决 了 流体 力学 、 热 传导 和 
电磁 理论 中 的 一 大 批 实际 问题 。 此 外 在 几何 学 ， 特 殊 坐 标 下 微分 
过 程 的 解 ， 函数 的 最 佳 逼近 (包括 电子 学 中 椭圆 函数 滤波 器 ) 等 
问题 中 ， 均 已 取得 了 良好 的 应 用 价值 。 在 当今 国内 外 的 主要 科技 
杂志 中 ， 所 发 表 的 与 枯 圆 函数 应 用 有 关 的 论文 是 屡见不鲜 的 。 

本 书 以 介绍 椭圆 函 数论 的 基本 内 容 为 主要 目的 ， 并 适当 介绍 
一 些 关 于 应 用 方面 的 知识 。 在 内 容 安排 上 , 尝试 着 以 函数 的 定义 和 
性 质 或 主要 特征 作为 划分 章节 的 主要 线索 ， 而 不 以 一 个 个 函数 作 
为 安排 的 依据 , 以 便 突 出 函数 的 共性 或 某 种 主要 属性 。 例 如 , 我 们 
将 间 属 基本 二 阶 枯 圆 函数 的 卫 尔 斯 特 拉 斯 函 斯 和 雅 各 比 函 数 一 同 
编排 在 第 二 章 中 ， 而 将 其 他 的 非 双 周 期 函数 ( 拟 椭圆 函数 ) 安排 
在 第 三 章 内 ， 又 如 在 论述 关于 椭圆 函数 变换 的 第 七 章 中 ， 按 函数 
- 变换 的 级 数 来 安排 各 节 的 内 容 等 。 但 也 兼顾 到 历史 形成 的 各 函数 
的 独立 性 ， 在 各 章节 内 对 个 别 函 数 均 赋 以 独立 的 节 标 题 或 段 标 
题 ， 这 样 以 利于 在 仅 想 对 某 一 函数 作 深入 了 人 解 时 ， 可 以 择 阅 各 章 


ο, 


π 


节 中 的 有 关内 容 。 

本 书 共 分 三 大 部 分 。 第 一 部 分 《包括 第 一 至 第 四 章 ) 主要 论 
述 查阅 函数 的 定义 和 基本 性 质 、 各 种 函数 的 基本 表示 式 和 特 性， 
以 及 各 郑 数 间 的 相互 关系 等 。 等 二 部 分 (包括 第 五 . 第 七 , 第 九 章 
以 及 第 六 和 第 八 章 ) 集中 研究 椭圆 函数 在 几 个 方面 的 性 质 ， 这 包 
二 各 种 函数 的 加 法 和 倍加 公式 ， 周 期 改变 时 引起 椭圆 函数 的 变换 
和 椭 贺 沙 数 的 级 数 展开 式 等 ， 此 外 还 介绍 与 椭圆 函 数 密切 联系 的 
术 圆 积分 及 模 变 换 、 模 函数 的 概念 等 。 第 三 部 分 〈 包 括 第 十 和 第 
十 一 章 ) 主要 介绍 椭圆 函数 的 应 用 概况 ， 包 括 在 保 角 映射 ， 几 何 
学 ， 偏 微分 方程 的 解 及 函数 极 值 问题 等 方面 的 应 用 。 在 内 容 取 会 
上 ， 本 书 力图 做 到 较 全 面 些 ， 既 考虑 到 基本 和 经 典 的 部 分 ， 又 照 
顾 新 近 提 出 的 某 些 内 容 〈 如 三 阶 椭圆 函数 )。 在 分 析 方 法 上 以 解 
析 法 为 主 ， 亦 兼顾 其 他 流派 。 由 于 篇 辐 的 限制 ， 实 际 上 这 是 很 难 
从 愿 的 。 


由 于 作者 水 平和 编写 时 间 的 限制 ， 书 中 的 缺点 和 错误 势必 难 


免 ， 敬 请 各 位 专家 同行 们 以 及 广大 读者 给 予 批评 指正 。 
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第 一 章 引 


$1.1 从 实际 问题 痰 起 


我 们 要 研究 的 椭圆 汪 数 是 一 项 具有 特殊 性 质 的 复 变 滑 数 。 它 
们 与 线性 微分 方程 无 关 ， 但 却 与 一 些 不 能 表示 成 有 限 形式 的 所 谓 
椭圆 积分 有 密切 关系 。 而 椭圆 积分 最 初 是 由 诸如 求 杭 圆 缴 长 等 实 
际 问题 中 得 到 的 。 故 我 们 首先 考 碟 两 个 实际 例子 , 引出 椭圆 积分 ， 
然后 再 引出 椭圆 函 数 的 概念 。 

例 一 ”椭圆 绚 长 的 计算 。 由 椭圆 方程 


x γ᾽ 
αἲ Τ δὲ 


(5; } - δὲ ' χἲ . 
dr /a (κ 
椭圆 的 弧 长 为 


πη; 
s= js 1+( dx dx ο 


Ξ1 


得 


Th t 1 — kt? 
一 -一 一 - 1 一 一 一 一 天 一 一 一 一 
sf， Te d= VO 


GD 
式 中 + 二 %/a， 太 一 (qr 一 扩 )/at。 该 积分 不 能 表示 成 有 限 的 形 
式 , ΨΩ. , 
例 二 单 所 的 计算 。 如 图 1.1 所 示 , 设 押 狂 的 初始 位 置 在 M。 
《z 一 一 1)， 初 速度 为 6。 在 夹 角 6 处 的 速度 


2 一 1 外- 


τ: ο ος ο ο ο ο ν.μ... 


图 1.1 ΡΞ 


令 9 表示 重力 加 速度 ， 由 动能 定理 得 
v=29(a—2) 


式 中 
ea 一 1 2 一 一 cos8 
故 运动 方程 为 
[ αγ, Ι 
ία =29 (α -Γἰοςθ) 
所 以 
ΤΝ ΣΕΠΕ 
θ 
[ΡΣ 下 ... - 
Votan γι- -se 
2 
» 
令 % 一 Sin 一 二 --ᾱ ， κο ντ. ϱ 一 名 κ... 8 


人 dx 
{yy Eo) 


(1.2) 


可 见 单 押运 动 亦 归结 为 椭圆 积分 。 
椭圆 积分 的 一 般 形式 为 


| R(2, w)dz (1.3) 

式 中 RR(z， 岂 ) 为 2 Τη υ ΤΗΣ, ππ 
w=azt+bzs+cz:+dz+-e=p(z) 
多 项 式 P(z ) 高 于 四 次 时 ， 称 为 超 椭 贺 积 分 。 用 变量 变换 可 使 
四 次 多 项 式 降 阶 为 三 次 多 项 式 ， 同 时 也 可 以 使 三 次 多 项 式 变 为 四 
次 多 项 式 。 例 如 对 于 三 次 多 项 式 
Ρ(α})-εδ2ϑἠ-οζ-- ἀΖ-- ϐ 

作 变换 


z = 一 


则 有 
1 


P( 于)- ΠΟΙ cl?+ δὴ 


τ --- αν εἰ! -- αἲ)-}- οἱ Σ-|- δὲ 
根 号 内 变 成 四 次 多 项 式 了 。 当 已 (z) 是 三 次 多 项 式 时 ， 可 将 积 


分 (1.3) 简化 而 得 到 卫 尔 斯 特 拉 斯 标准 形式 的 第 一 种 ， 第 二 种 
和 第 三 种 椭圆 积分 如 下 ， 


dz 
| AE 
᾽ gz 一 gs 


adz 
ν΄ Α25-- g,2— gs 


(1.4) 


Γ ασ 
ὁ (2 -- ο) γ΄ 425—g,2— gs 
ΜΡ{(2) 是 四 次 多 项 式 ， 则 得 到 勤 让 德 的 三 种 标准 椭圆 积 分 


[ -. . dz 
ν΄ (1-25 (1 --[βαχγ. 


fy ΓΕ dz (1.5) 
ἑἹἑ dz ἑ 
(1{-π2}γ΄(1 --2 (1 --[-α)) 
πὸ Ἡ β ΒΚ ΒΆΝ. ΠΠ, ΓΙ 1 15172} 31:5. ἘΠ 1 [163 ἑ| 83: “ΕΠ ΒΙ 
积分 。 当 模 数 & -- 0 时 ， A 


µ- Γ᾽ resinz 
0 了 


其 反 函 数 > =sinu 是 众所周知 的 周期 函数 。 可 见 三 角 函 数 siny 是 
可 以 藉 助 积分 的 反 演 而 得 到 的 。 与 这 相似 ， 我 们 取 在 0 .. 
积分 


“一 | ， dz (1.6) 
9 γ΄ (1 —2 (1 --β12λγ. 
将 其 反 函 数 记 作 

Ζ 一 Sn 全 (1.7) 
这 也 是 个 周期 函数 ， 但 不 只 有 一 个 ， 而 是 有 两 个 基本 上 不 相同 的 
ΕΙ Ίβο επι 称 为 雅 各 比 椭圆 函数 。 园 理 卫 尔 斯 特 拉 斯 第 一 种 椭圆 
积分 


αλ. dz (1.8) 
JoTA42z5 一 gz 一 9 ΙΝ 


的 反 函 才 | 

2 -- (μὴ (1.9) 

称 为 卫 尔 斯 特 拉 斯 桶 图 酉 数 , 它 也 具有 两 个 不 相同 的 周期 。 以 上 两 

种 椭圆 函数 均 是 由 椭圆 积分 的 反 演 而 得 到 的 。 后 面 将 要 看 到 由 积 
分 反 演 不 是 得 到 该 两 种 函数 的 唯一 方法 。 

椭圆 函数 的 一 个 重要 特性 是 其 具有 双 周 期 性 。 对 于 函 数 sna 

可 以 通过 (1.6) 式 说 明之 。 在 复 变 函数 论 中 已 知 (1.6) 式 将 上 


(δα - 
图 1.2 > =sn 4 ΙΕ 
半 个 2 平面 映 射 为 4 平面 上 的 矩形 域 4BCD( 图 1.2)， 其 各 项 点. 


坐标 为 
A(—K)s B(K); C(K+IK’); Π(-ΚἼιΚ’ 


1 dz 
κ-[, ν΄ (1 --ο(1 --βζ) 
人 dz 
Κ'-|ν ν΄ (1 --2(!1 --β:23) 


= | dz 
9 Υ΄(1 --ᾱ (1 --ὂ 323) 
k' 为 补 模 数 ， 满 足下 式 
[2 

可 以 对 (1.6) 式 函 数 进行 解析 延 拓 , 假如 经 过 z 面 实 轴 上 线 
段 (1，1/k) 由 上 半 平 面 解析 延 折 到 下 半 平 面 ， 那么 (1.6) 式 
将 下 半 平 面 保 和 角 映 射 为 4 平面 上 另 一 个 矩形 84. 0/0, ψὲ ἈΠ Ἡ 
是 由 ABCD 对 于 边 86 反射 而 得 到 的 , 而 BC 是 线段 (1, 1 /8&). 


πα ορ ο ο ο. 
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的 像 。 另 一 方面 4B 是 线段 (一 1 ,1 ) 的 像 , 如 经 过 线段 (一 1， 
1) 进行 解析 延 拓 ， 则 下 半 平 面 映射 为 以 A4B 边 反 射 而 得 到 的 多 
形 4BC*D*。 如 再 由 下 半 平 面 解 析 延 拓 到 上 半 平 面 ， 则 又 将 上 
半 平 面 映 射 为 以 BC’ 为 边 反 射 而 得 到 的 矩形 。 这 样 由 一 半 平 而 到 
另 一 半 平 面 解析 延 拓 下 去 ， 则 在 4 平面 上 得 到 与 48CD 大 小 相 
同 的 一 系列 矩形 ， 形 成 充满 了 4 平面 的 网 格 ， 任 何 两 个 矩形 不 相 
Β δε, ΠΠ 1.2(b ) 所 示 ， 其 上 有 和 斜 线 的 矩形 对 应 上 半 平 面 , 而 
空白 矩形 对 应 下 半 平 面 。 
若 将 图 1.20) 上 四 个 有 共同 顶点 的 矩形 合成 一 个 大 算 形 ， 
其 平行 于 实 轴 的 边 长 为 4K， 平 行 于 虚 轴 的 边 长 为 2 久 / 。 不 难看 
出 任意 4 点 和 4 十 4KK 点 位 于 两 个 相 分 大 矩形 中 的 对 应 点 ， 该 两 
点 所 对 应 的 z 值 相 等 。 这 是 因为 4 +4 开 点 是 由 2 点 对 平行 于 虚 
铀 的 边 反 射 二 次 而 得 到 的 ， 相 应 地 在 z 平面 上 对 实 轴 反射 二 次 ， 
结果 回 到 了 诛 值 。 同 理 ， 点 和 2 十 i2 开 /点 有 类 似 的 结论 。 故 4K 
和 12Κ’ Β.ΒΕ 3 ὑπ“ 的 二 个 周期 ， 即 
sn(4+4K)=sn(4) 
sn(4 ti2K’)=sn(u) 
下 面 研 究 双 周期 函数 的 一 般 问题 ， 然 后 给 出 椭圆 函数 的 定义 
和 一 般 性 质 。 


81.2 双 周 期 函数 


若 单 值 解析 函数 (2 ) 为 周期 函数 ， 其 周期 为 2@， 则 在 
它 的 每 一 正则 点 处 下 列 等 式 成 立 
{1 πλω) 1) 
若 单 值 解析 函数 有 二 个 周期 2 和 2@“ .并 傻 定 满足 Ιαι(ω’/ 
GO)>0， 和 和 
fliut20)= {(1), f (ut20)= (1) 
则 双 周 期 函数 一 般 表示 为 
f (ut+2mo0+2m 2 )= 1(u) (1.10) 
μπε, πι 为 包括 零 的 任意 正 或 负 的 整数 。 
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现在 来 看 双 周 期 函数 的 几何 意义 。 在 4 平面 上 从 原点 0 开始 
分 虽 取 线段 Ζω, 24’, 由 于 @“/ 台 不 是 实数 , 故 这 二 线段 不 在 一 条 
直线 上 ， 经 过 2@ 和 2o“ 点 ， 作 2o 和 2ao' 的 平行 线 交点 为 
2@ --29', ΑΡ κ (ο, Ζω, Ζω’, Ζω -2ω’) 相 邻 二 点 的 
连 线 构成 一 平行 四 边 形 。 将 平行 四 边 形 沿 2@ 20/2, 
可 以 得 到 覆盖 全 平面 的 平行 四 边 形 的 网 格 (图 1.3 (α)). ΒΒ. 


(δ) 
图 1.3 双 周 期 网 格 


(1.10) 式 可 见 ， 在 所 有 四 边 形 的 项 点 上 及 四 边 形 中 任意 相同 点 
上 计数 值 是 相同 的 。 故 称 该 四 边 形 为 周期 四 边 形 。 若 任意 去 掉 四 
边 形 的 三 个 顶点 及 与 其 相连 接 的 二 个 边 ， 留 下 一 个 项 点 及 通过 该 
点 的 二 个 边 和 四 边 形 中 全 部 点 的 集合 ， 称 之 为 单位 胞 腔 。 知 道 耳 
数 在 单位 胞 腔 上 的 分 布 情形 ， 根 据 其 周期 性 可 知 函 数 在 全 平面 上 
的 分 布 了 。 不 同 盘 数 对 应 不 同 大 小 和 形状 前 单位 胞 腔 《或 周期 平 
行 四 边 形 )。 应 当 指 出 ， 局 期 平行 四 边 形 的 项 点 一 般 可 取 为 w， 
α-2ω, "γ-29--2ω’, πρ!{-2ω’, ΠΠ 是 平面 上 的 任意 点 。 

双 周 期 函数 的 一 个 重要 特性 是 在 其 单位 胞 腔 上 必 有 奇 点 ， 为 
此 给 出 下 述 定 理 ， 

所 有 没有 奇 点 的 双 周 期 函数 皆 是 常数 。 ΜΙ 

由 于 双 周 期 函数 在 单位 胞 腔 上 没有 奇 点 ， 其 绝对 值 应 恒 小 于 
某 正 数 M， 根 据 函 数 的 导 期 性 ， 可 知 在 全 平面 上 均 如 此 。 由 刘 维 
尔 定理 知 该 函数 为 常数 。 由 此 可 见 非 常数 的 双 周 期 函数 一 定 有 
奇 点 。 


πω. ο. a a - 
µια... Ὃν 


$1.3 ”椭圆 函数 的 定义 和 性 质 


ασε δα γρ γα δα κια. ες 
椭圆 函数 。 换 句 话 说 , ΒΡΕ ΕΧΕΤΕ Ξ3ΣΙΒ 88, 
后 面 将 要 看 到 一 般 椭圆 函数 均 可 表示 成 有 理 型 应 数 式 。 本 加 函 数 
在 其 单位 胞 腔 内 所 有 极点 之 个 数 (m 阶 (1) 极点 算 作 m 个 极点 ) 
称 作 椭圆 潍 数 的 阶 。 考 虑 到 函数 的 周期 性 和 单位 胸腔 的 定义 , ΕΕ 
贺 函 数 在 其 周期 平行 四 边 形 的 项 点 或 边线 上 出 现 一 个 极点 ， 则 在 
所 有 四 边 形 的 顶点 或 边线 上 均 出 现 函 数 的 极点 ， 但 极点 只 能 算 作 
一 个 。 为 了 便于 计算 极点 数 ， 可 以 平移 四 边 形 的 位 置 ， 使 极点 全 
在 其 内 部 。 这 样 做 的 男 一 个 好 处 是 便于 沿 四 边 形 的 周 界 对 崩 阁 遂 
数 进 行 积分 。 

椭圆 函数 的 一 般 性 质 如 下 ， 

(1) 椭 苞 函数 的 导数 仍 为 有 同样 周期 的 搓 贺 函数 .对 (1.10) 
式 求 导 1% 次 后 得 

| f"Cu -εδπιω--2η/ 0 )=f"( vu) 

若 f 是 椭圆 函数 显然 上 式 成 立 ， 且 f" ήν ΕΕ ΙΡ δι. 

(2) 椭圆 熏 数 在 其 周期 平行 四 边 形 内 所 有 极点 的 留 数 之 和 
等 于 零 。 取 任意 wo 点 为 周期 四 边 形 的 顶点 ， 使 函数 的 极 点 在 四 
边 形 肉 部， 函数 沿 四 边 形 周 界线 的 积分 为 


人 20 5-29 μα t+ 262 十 207 


ΙΡ fu)du= |. ΠΝ fn da 
κ... f Cu)adut Τὸ + 2 f (udu 


在 第 三 项 积分 中 令 # =v 十 2%’， 考 虑 到 (vv 十 2@ )= (Vv) 
故 得 
j fo 人 Γ(υ 29’ γάυ 


αρ 2 -- ο" 
- [τι } (ο )4ν 
故 第 三 项 与 第 -项 相 消 。 同 理 可 知 第 二 与 第 四 项 相 消 ， 故 


Sit AL oa ts th ODI, Tm Hage 


. 


πο 


出 留 数 定理 知 f (4w) 在 周期 四 边 形 内 各 密 装 之 和 等 于 零 。 

( 3) 籽 圆 函数 的 阶 数 不 少 于 二 ， 即 不 存在 一 阶 椭圆 机 数 ,由 
件 质 〈2) 可 以 立即 推导 。 因 为 车 存在 一 阶 椭圆 函数 ， 则 在 单位 
胞 腔 内 的 某 δι 点 上 将 仅 有 一 个 一 阶 极点 ， 在 该 点 处 函数 展开 式 
的 无 限 部 分 为 B(u 一 0,)"'!，B < 0 ， 即 留 数 不 等 于 零 。 这 显然 
与 性 质 (2) 是 矛盾 的 。 即 椭圆 函数 的 阶 教 至 少 等 于 二 。 

二 阶 椭 圆润 数 或 者 是 具有 一 个 二 阶 极点 ， 其 贸 数 为 零 《 即 函 
数 的 无 限 部 分 仅 有 《4 一 0,。)”? 项 ， 而 无 《4 一 po) 项 )， 或 者 是 
只 有 二 个 一 阶 极 点 ， 其 留 数 之 和 为 零 。 前 者 称 为 卫 尔 斯 特 拉 斯 函 
数 ， 后 者 称 为 雅 各 比 函 数 。 例 如 ， 式 〈1.7) 所 示 的 雅 各 出 函数 ， 
其 二 个 一 阶 极点 分 别 是 # =iK 和 4 = 二 2K 十 iK', 留 数 分 别 是 1/ 
k 和 和 一 1/k， 留 数 之 和 为 零 。 

(4) 椭圆 函数 在 其 单位 胞 腔 内 的 零点 数目 等 于 极点 的 数目 
(等 于 函数 的 阶 数 )。 设 1 (4 ) 为 棋 园 函数， 则 中 (2 ) 一 及 (YE)/ 
{ (1). 也 是 椭圆 函数 。 可 以 证 明 Pm (wu) 在 其 周期 平行 四 边 形 内 
的 留 数 之 和 等 于 f( 4) 的 零点 数 减 去 极点 数 。 应 用 性 质 《 2 ) 知 
该 留 数 之 和 等 于 零 ， 即 f( 4) 的 零点 数 等 于 极点 数 。 饮 如 上 述 
雅 各 比 函 数 有 二 个 一 阶 零 点 ， 分 别 是 4 = 0 πα --2Κ, 

(5) 椭 加 函数 在 单位 胞 腔 中 取 任 何 数 值 ( 有 限 或 无 限 ) 的 次 
数 相同 。 在 证 明 性 质 ( 4 ) 的 过 程 中 ， 若 将 (4) 换 成 (wu) 
-ο,ἃ Βφ(α)-//(α)/Γ[(α)--ο), ΠΙΕΕΆΠΒΕΦί κ) 在 周 
期 四 边 形 内 的 留 数 之 和 等 于 (4 ) 的 零点 数 与 极点 数 之 ᾱ. 
虑 到 不 论 e 取 何 值 ，f (4) 一 c 与 (1) 有 相同 的 极点 。 因 此 
方程 f(u =“ 在 单位 胞 腔 中 根 的 数目 等 于 (#4) 一 .< 的 极点 的 
数目 ， 亦 即 (2 ) 的 极点 数目 。 这 说 明 f( 4 ) 在 单位 胞 腔 中 取 常 
数 c 的 次 数 与 取 co 的 次 数 相 同 

在 上 述 证 明 过 程 中 ， 可 以 用 移动 周期 四 边 形 的 方法 使 方程 f 
《4 )=c 的 根 以 及 f(u) 一 c 的 极点 落 在 四 边 形 的 内 部 。 由 于 < 
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是 任意 选 的 复 常 数 ， 可 见 函 数 在 单位 胞 腔 中 取 任 何 值 的 次 数 等 囊 
该 函数 的 阶 数 。 

(6) 椭 贺 函数 在 其 单位 胞 腔 内 所 有 零点 之 和 与 所 有 极 点 之 
和 的 差 值 等 于 函数 的 一 个 周期 。 设 椭圆 函数 J(w) 为 # 阶 其 
零点 为 at， 极点 为 b， 则 存在 下 列 关系 式 

1 fF f(s) - 
ιο αλ Σι δν 
积分 是 沿 周期 四 边 形 的 周 界 上 进行 的 ， 并 设 局 界 上 无 极点 和 零 
点 。 考 察 沿 四 边 形 二 平行 边 的 积分 值 
uot+20% Φα) τν 12“ 1/ 

19 “ σεν 人 二 aa η { 

以 4 十 2% 代替 第 二 个 积分 中 的 4 ， 则 得 


x+20 //(µ) ΠΝ fu 1-29’) 
κ ἡ - πο dut ; μέλ ία γδω ) ει Ελα Ἔα} “1 


uy + 2 0 (CD) 一 om/ αρα 
= 一 全 ρω ΠΙΕΡ du= —2%®’ (ln (η) 110 


因为 Fu) = (4 二 2@)， 所 以 lnf( Ww) 的 改变 等 于 argf (#4) 
的 改变 , 其 值 为 i27 的 整数 倍 。 因 此 沿 上 述 二 平行 边 积分 之 和 等 于 
一 2 @'。 邮 理 沿 另 二 个 平行 边 上 积分 值 等 于 一 2mo， 故 得 


δ) (δκ--αι)-- κο απ ὦν (1.11) 
βΞ1 

以 上 述 的 雅 各 上 比 函 数 为 例 ， 车 选 二 个 极点 为 b=iK’,，b,=2K 
ἘΚ’, ΠΙΕΙ ΕΞ ΕΞ ΜΕΣ, 一 种 是 ci= 0 ,a; = 
36; 另 一 种 是 α.--12Κ’, a=2K [13Κ’, 由 此 得 


π 
δὲ (br—ar)= ti2K’ 
k= 1 


2K' 正 是 επ) 的 一 个 周期 。 
(τ) 若 二 个 椭圆 函数 有 相同 的 周期 及 在 单位 胞 踪 内 有 相 ΠῚ 
的 极点 和 零点 ， 且 极点 和 零点 的 阶 ( 重 ) 数 也 相同 ， 则 二 函数 之 比 


νου, ο A 0 be ee 
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是 一 非 零 的 常数 。 设 f,(4) 和 户 (3) 在 单位 胞 腔 内 有 ΠΒ Π 的 
极点 和 零点 ， 其 极点 和 零点 的 阶 数 也 相同 ， 则 二 者 比值 f(a)/ 
fo( 4 ) 在 单位 胞 腔 内 既 无 零点 也 无 极点 ， 故 应 等 于 非 零 的 常数 。 

(8) 若 二 个 权 贺 函数 有 相同 的 周期 ， 在 单位 胞 腔 内 有 18 Β 
的 极点 以 及 在 极点 的 无 限 部 分 ， 则 二 函数 之 差 为 一 常数 。 设 六 
(1). 和 六 (4) 在 4 = 点 有 相同 的 无 限 部 分 ， 故 户 (4) 一 户 
(4) 在 该 点 是 解析 的 ， 即 函数 在 单位 胞 腔 内 无 极点 ， 故 应 等 于 
一 个 常数 。 


81.4 椭圆 函数 的 周期 格 阵 


研究 一 下 与 椭圆 函数 的 双 周 期 性 有 密切 联系 的 格 阵 的 概念 。 
复数 的 格 阵 只 是 复数 的 集合 , 它 是 一 个 加 法 群 ,并且 其 非 零 元 素 的 
绝对 值 是 下 有 界 的 ， 即 存在 一 个 实数 k&， 使 @ 中 所 有 非 零 的 % 有 
1ol>>R。 一 般 格 阵 是 由 二 个 生成 元 oO，o' (πι(ω//9) 20) 的 
整数 倍数 的 全 体 线 性 组 合 构成 的 ， 是 二 维 的 。 由 于 历史 原因 ， 双 
周期 函数 的 周期 常 表示 为 2@，2a'， 故 如 图 1.3(b ) 所 示 ， 以 
2%，2@ 为 周期 点 的 全 体形 成 二 维 格 阵 28 。 格 阵 的 生成 元 通常 
不 是 唯一 的 ， 若 @ 和 % 生成 Q， 则 

ol 一 bo 十 go'，oji 一 Yo 十 S@/ (1.11) 
也 生成 @。 这 里 户 ，9g，r，s 是 任意 整数 ， 并 满足 ps 一 qr= 

1 。 为 了 使 Imn(o“'/o)>> 96， 应 取 ps 一 qr 一 1。 

对 于 任意 的 二 维 格 阵 ， 当 保持 一 个 生成 元 @ 不 变 ， 而 令 @/ 
连续 变化 ， 使 Im(@" /oo ) 一 co， 则 平面 上 除了 留 下 通过 原点 的 
直线 上 间隔 为 2@ 的 格 点 外 ， 其 余 格 点 均 移 到 无 限 远 处 。 这 种 一 
维 格 阵 称 为 简单 格 阵 ， 它 实际 上 是 二 维 格 阵 的 退化 形式 。 

ΒΩ Ημ ο [8 3 ὢ 915, Τα, Ὁ 也 是 一 个 格 阵 。 
当 5=@ 时 ，&Q 称 为 是 实 型 的 。 对 于 二 维 格 阵 ，5= 一 Q 发 生 在 下 
列 二 种 情况 ，( i ) @ 为 实数 ， 而 2 为 纯 虚数 ， 即 格 点 呈 人 矩形 分 
布 ， 称 Q 是 矩形 的 。 该 矩形 的 边 分 别 是 水 平和 垂直 的 ， 即 分 别 平 
行 手 实 轴 和 虚 轴 。(ii) 选 。 和 /为 一 对 共 轿 复数 ， 则 格 点 时 3 
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形 分 布 ， 称 Q 3Η, ΈχΙΑΣΙΛΥΣΕΕΙΙΗ, ΧΓΤΆΙ 
形 和 菱形 格 阵 ， 将 根据 其 较 长 边 〈 较 长 的 菱形 对 角 线 ) 在 水 平 或 
垂直 位 置 上 ， 而 分 别 将 其 称 作 是 水 平和 垂直 的 。 

除了 上 述 的 -一 般 情况 外 ， 还 有 二 种 特殊 形状 的 格 阵 ，( i ) 正 
方形 ， 它 既 可 能 是 矩形 也 可 能 是 菱形 格 阵 的 一 种 特殊 的 形式 ， 正 
方形 格 阵 满足 关系 式 Q = 训 。(i 等 边 三 角形 ， 二 个 具有 公共 
边 的 等 边 三 角形 构成 一 个 鞭 形 ， 其 对 角 线 在 水 平和 垂直 位 置 上 ， 
二 对 角 线 的 比 为 3 : 1 。 对 于 这 种 格 阵 存 在 关系 式 Q = εΩ, ε 
是 1 的 立方 根 。 | 

作为 一 个 例子 ， 由 图 1.2 可 见 ， 雅 各 比 函 数 snx 是 一 个 双 周 
期 函数 ， 其 Q 是 矩形 的 〈 其 周期 平行 四 边 形 为 矩形 )。 因 此 Ω 是 
实 型 的 。 

车 QQ 是 由 生成 元 o，os 生成 的 一 个 加 法 群 ， 则 有 限 指 数 的 
子 群 称 为 子 格 阵 ， 特 别 是 由 2o,，2a, 生成 的 2Q 是 一 个 子 格 阵 ， 
实际 上 它 是 的 四 分 之 一 格 阵 。 当 生成 元 分 别 是 (@1, 2®2), (2%1， 
o)，(oi 一 o:，oi 十 oz)， 所 对 应 的 格 阵 ΩΙ, Ων, Ωι 均 是 Q 的 
半 个 格 阵 ， 如 图 1.4 所 示 。 不 难看 出 ， 当 只 是 矩形 的 ， 且 ox/e， 
是 纯 虚数 时 ，Q, ΒΙΟ, 是 矩形 的 ， 而 Qs 是 菱形 的 ; 如 果 ο,/ωι 的 
模 值 为 1， 只 是 萎 形 的 和 实现 的 ， 则 Q, ΠΩ, 彼此 互 为 共 罗 复数 
镜像 ， 而 Qs 是 矩形 的 。 对 于 方形 格 阵 ， 其 半 格 隆 中 有 二 个 是 38 
形 的 ， 和 矩形 的 长 边 是 短 边 的 二 倍 ， 而 第 三 个 是 方形 的 。 对 于 三 角 
形 格 阵 ， 全 体 半 格 阵 是 矩形 的 ， 其 长 边 是 短 边 的 3 售 。 

现在 研究 对 Q 格 阵 点 的 求 和 问题 。 

对 于 任 一 由 生成 元 @ 和 /构成 的 格 阵 Q， 其 一 般 元 可 以 表 、 
示 成 me 十 m'm ，m 和 wm 为 包括 零 的 正 或 负 整 数 , 考察 下 列 级 数 


5.(ϱ)- πιω πι 0’) (1.12) 
符号 芋 上 角 加 一 撤 表示 mm --πι' = 0 的 除外 。 我 们 要 证 明 该 级 数 


当 # 2 时 收 伍 。 为 此 以 坐标 原点 为 中 心 ， 将 格 阵 点 按 形 同 心平 
行 四 边 形 分 组 ， 编 号 为 1 的 四 边 形 共 八 个 点 ， 其 坐标 为 + @， 土 
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» 20ο . 
Do" 
0 ὅι “ 0 2 
. Ν 5 9 
Ω 2 
᾽ 多 * 
20) : οι + Wy 
(Όρο . “ 
ϱ ὦ, κ θ 2ῶι 2 
. κ δι ον 
ᾳ - 4 
. . 4 . . . 
g, Ω, ΩΙ 


图 1.4 子 格 阵 


(ω +o'), +o'，+(o@o 一 o/)， 而 编号 为 r 的 四 边 形 共有 8 r 个 
点 。 用 乙 (m，m/ ) 表 示 编 号 1 四边形 上 各 个 格 阵 点 到 坐标 原点 
的 距离 ， 而 用 1 表示 由 原点 到 该 四 边 上 的 最 小 距离 ， 则 有 


81< δ) Γι(πι, πύ) 
1 
对 于 编号 为 Y 的 四 边 形 ， 则 有 


8r(rD< δ) Ζ.(πι, πύ) 


λ πι πι ω/ "< 


Σ λ πιω |-πω’ |’ «845 Σ τσ» 


ΓΣ Ξ Ἱ 7 =] 


上 式 右 方 级 数 在 1 21ϑμϑν, Β (1.12) πΟΕπ᾽» 23 Να 


A 人 
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ΕΕ, 

,很 易 看 到 级 数 9.(Q) 满足 齐 次 性 质 ， 即 对 复数 Κο, ， 有 
SKQ)=K™*S(Q)，7 > 2。 如 果 # 是 奇数 ， 则 5S,CQ)==0。 
因为 Q@ = 一 Q， 攻 有 

SQ)=5,(~Q)=—S,.(0) 
ΠΩ 是 正方 形 的 ， 因 为 8@ =;Q， 所 以 对 不 能 被 4 除 的 所 有 ? ， 
S。(Q)=6。 如 果 @ 是 三 角形 的 ， 因 为 则 一 sQ， 所 以 对 不 能 被 6 
除 的 所 有 7 ，S。,( Q)== 0 。 如 果 Q 是 实 型 的 ， 则 对 所 有 的 π, 5, 
(Q) 是 实数 ， 格 阵 的 共 轿 复数 元 给 出 和 式 中 的 共 二 复 数 项 ， 实 
数 元 给 出 实数 项 ， 故 一 般 有 5.(6)-5.(Ω}. 


ο ο ο ο... 


第 二 章 ”二 阶 椭圆 函数 
$ 2.1 卫 尔 斯 特 拉 斯 函数 7 


82.1.1 函数 x 的 级 数 式 
为 了 得 到 函数 .zu 首先 考察 对 格 阵 29 的 下 列 级 数 
Plu)=plsig)=—2 Σ' : 


人 (4# —2m®— 2m ο’) 
(2.1) 
符号 三 表示 对 全 部 m Ἅϊ πι’ 求 和 。 该 级 数 在 除去 格 阵 点 〈2mo 十 ， 
2η΄ω’) 的 每 一 有 限 域 内 为 绝对 且 均 一 致 收敛 ， 但 在 格 阵 点 上 变 
为 无 限 大 。 故 P(4) 为 有 理 列 函数 , 2m@% 十 2m/'%” 是 其 叭 一 的 三 
阶 极点 。 : . 
很 易 证 明 P (sw) 为 双 周 期 函数 ， 因 为 


Plu+2m)=—2 λ 


1 
, (1 -20--2πιῶ--2πύ Ὁ’ )᾽ 
/ 


1 
κ... μισο 
式 中 1 二 m 一 1。 由 于 (1，m’) ΕΒ (σι, πι’) 所 取 的 组 合 是 


Pl(u+2%)=P(Y) 
ΒΒ 
Plut+20’)=P(#) 
由 视图 函数 的 定义 可 知 P(u) 是 三 阶 椭圆 孙 数 。 该 函数 是 一 个 
二 函数 ， 即 P( 一 *)== 一 P(4)。 
τι δρ(ι) 可 以 按 下 式 得 到 卫 尔 斯 特 拉 斯 函数 .Fa 
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Fu4= Ρ(1) (2.2) 
或 


1 Γη 2 
σα} 0 [PCOD+ 二 am 


该 积分 除 4 = 0 点 外 ， 不 经 过 任 一 格 阵 点 。 将 (2.1) 代入 上 式 
逐 项 积分 后 得 ， 


τυ 


1 [ 1 1 
ιό (120) + Σ [τς Lay τ μα) 
πι, πι’ 


(2.3) 
τυ 一 2710 二 2m’ wm/ 
2 是 偶 函 数 。 其 周期 性 不 难 由 已 (4 ) 的 周期 性 证 得 ， 因 为 
ορ, δω) σα, GE 十 207) 一 更 

求 积分 得 

(η τω) FUT CC, (αι ρω) ο) te’, 
δι -ωἩ- ω', “:]85|.2υ | Κι, 1ο -ο΄-ο, ΒΙΠΕ 
数 的 二 个 周期 分 别 为 2o 和 29’. 

由 (2.3) 式 知 在 格 阵 点 (包括 原点 ) 上 函数 变 为 无 限 大 ， 
所 以 Fu 是 一 个 具有 二 阶 ( 重 ) 极点 的 双 周 期 函数 ， 即 .2 是 二 
阶 椭圆 函数 。 该 了 务 数 是 卫 尔 斯 特 拉 斯 理论 的 基础 孙 数 ， 也 是 椭圆 
函数 论 的 一 个 基本 函数 。 在 椭圆 函数 论 中 对 .Fu 的 分 析 研究 具 有 
特别 重要 的 意义 。 Ἶ 

由 (2.1)(2.3) 式 可 见 ， 对 于 任意 常数 入 有 下 列 齐 次 关系 式 

Φ (λ12λΩ) = σ(α 120), 5’ (λ4.2λ{2) 
πλ τσ (12) 

二 个 特例 是 ， 当 格 阵 克 正方 形 时 ， 有 和 =Q、 故 FP (二 一 9 
ο) 0 --ἶστων 当 格 阵 为 三 角形 时 ，2Q= Ω, (ει) πες 2’ 
(ει) FH, 

可 以 在 4 = 0 附近 将 函数 .F4 一 w? 展 为 寞 级 数 ， 其 收 位 半径 
为 由 原点 到 最 接近 的 八 个 格 阵 点 所 构成 的 平 1 行 四 边 形 边界 上 的 最 
近 距 离 。 考 虑 下 列 - -项 式 震 开 式 


[ee pp ωνρη 


“emer ee tt 
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- Σ΄ 5 | - | 


m, πι’ 
- Ὁ (ᾱ--1}δ..(αΏΩ)ι" 
ΓΗ 


式 中 


5.(3Ὠ}-- Σ΄ ο το -- δη --- δη’ ο’ (5, 4) 
τ 


Απ 为 奇数 项 等 于 零 ， 仅 留 下 ”为 偶数 的 项 ， 从 而 得 .2 的 
震级 数 展 开 式 


1 - - 
φαση n+ 1)S (2 0) (5.8) 


82.1.9 函数 .Fw 的 微分 方程 


在 了 解 丑 尔 斯 畦 拉 斯 函数 的 基本 性 质 后 ， 再 研究 其 所 满足 的 
微分 方 称 。 根 据 .”ax 的 微分 方程 我 们 将 更 清楚 看 到 该 函数 可 以 由 
惑 让 德 第 一 种 椭 贺 积分 的 反 演 而 得 到 。 同 时 还 可 以 得 到 与 函数 有 
密切 联系 的 若干 重要 参量 等 。 由 (2.5) 式 得 到 


ra 一- 一生 ο πο Ομ (2.5Α) 


Φω---- -ᾱ- θομι 205” -Γ 429 ει) -ἵ- 729 10 十 ee 


去 


1 
ραπ 95 +15Se+ (2151342159) 1 
-(1205,551-2Τ5,ο)α’ἠ-.'»''. 


9 4 0S6+ (3651—16850) 


-(2405,5ε--2885υ)υ΄Ἴ-.».''. 
欧 上 第 三 、 四 式 约 去 Ww" 项 并 代入 第 一 式 得 
FP APMTEO0S, Put 140S6 = (1085:—2525,) + 
(660S,S6— 396S 10) + ee (2.6) 
等 式 左 方 是 具有 周期 格 阵 2 的 椭 固 函数 ， 除 格 阵 点 外 是 解析 
的 。 右 方 是 左 方 函 数 在 4 = 0 附近 的 级 数 展开 式 。 该 级 数 在 # = 
0 上 等 于 零 ， 在 其 他 格 阵 点 上 均 无 极点 ， 由 刘 维 尔 定 理 知 左 方 函 
数 等 于 零 。 令 


9 一 6094 一 0 

ην τη’ 
(2.7) 

gs=140S,= δ) 14 

ΤΙ πι’ 
得 到 .ru 的 微分 方程 
3 
[ ο Το gg Fu 


9s，9s 称 为 函数 4 的 不 变量 。 可 见 下 列 微分 方程 

Γ.Γ. =42:—g,2 gs (2.8) 
的 解 为 > =.(4 十 a)，6 是 积分 常数 。 由 于 当 # -- 9Β|, Ζι 
-co， 故 由 (2.8) 式 得 


,全 
J wr δι--δι 


这 玫 明 函数 .Fw 是 由 勤 让 德 第 一 种 峭 圆 积分 的 反 演 而 得 到 。 下 面 
进一步 讨论 与 函数 微分 方程 有 关 的 问题 。 
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(1) 首先 研究 4 取 何 值 时 能 使 zux= 0。 由 0.5) 式 知 
ση Γλω)ς PN, ορ) (η γλρω΄)τ σα, FI(U 
Έδω Γλ'΄)σ΄αι 
分 别 令 4 ----ω, --ᾱ', --(ω-Γω/), | 358 5} ον’ Μα ΒΕ ΠΕ 
数 ， 故 得 
FB)=0, FP (0 )=0, 'ί(αωἼ!ω’}--ϱ0 
可 见 点 @，@/ 和 @ 十 @" 是 人 4 的 三 个 简单 零点 。 
(2) 由 函数 的 微分 方程 可 以 看 到 ，.F/4= 0 对 应 方程 右 方 
三 次 多 项 式 的 根 ， 设 根 为 e1，e,，es， 则 有 
Φ(ωλ--ει PO)=eEs, “σ(ῷ Γῶ/)--ει 
由 于 在 0，@ ，@ 十 % 点 上 函数 的 导数 为 零 ， 故 将 这 些 点 称 为 
ΒΞ, πίοι, «., ει 称 为 .zx 的 平稳 值 。 知 道 这 个 关系 对 于 分 
析 函 数 在 单位 胞 腔 上 的 分 布 是 很 有 意义 的 。 可 将 三 次 多 项 式 写 成 


42) 922— gs=(2 ει) 2 --έι)(2 ~es) (2.9) 
比较 系数 得 
6-6) Γι 0 
1 1 (5.10) 
έι6ι Γι Γ θεές σπα 9» θιθνθιπ πι 9: 
这 个 多 项 式 的 判别 式 为 
ΑΞ16(έι-- ει) ζει ἐν) ζει --ἐε) 5-6. -- 276: 
(2.11) 


ει, ea，62s 通 常 是 不 相等 的 。 因 为 如 果 有 二 个 相等 ， 例 如 e: 一 ex: 一 
e， 则 二 阶 椭圆 函数 .Fw 一 e 将 具有 二 个 二 阶 零 κ (ω, ο’),1Χ 
是 不 可 能 的 。 所 以 对 于 通常 的 格 阵 2Q8，A 关 0，92 关 279: 
为 方便 起 见 常用 下 列 符号 
四 | 一 0，05 一 0 ，0: 一 一 @ 一 0/ (3.12) 
则 
oO 十 Oo 十 Oo 一 0 
σωιτέι 1, 2, 3 (2.124) 
另 一 种 选择 是 


EE ο ο ο :.υυὗ ου, νων 
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ω,--ω, ο.---΄, Φ.- --ὢ--ὢ' (32.13) 
Ῥωώχ-εε.. B=1, 2, 3 (3.134) 
这 种 选择 的 方便 之 处 在 于 当 ex* 都 是 实数 时 ， 满 足 习 惯 上 的 次 序 @， 
>e,> es 
ἃ ᾽ξ (2.12) 或 (2,13) 式 选 择 时 ， 仅 是 o。 与 os 的 位 置 
上 末 换 ， 这 又 忌 致 ee 和 es 位置 的 互 换 。 实 际 使 用 时 ， 这 二 种 侈 
择 均 常见 到 ， 应 记 住 这 二 种 选择 间 的 关系 ， 以 避免 产生 次 序 上 的 
(3) 不 变量 σι σι 与 格 阵 形状 的 关系 。 由 第 一 章 知 ， 如 时 
Ω 是 方形 的 ， 则 除了 是 4 的 倍数 外 ，3.(Q)=0， 由 (2.7) 式 
得 gs= 0 。 因 此 三 次 多 项 式 的 常数 项 中 = 0 时 ， 浮 数 的 裕 阵 ( 因 
而 周期 平行 四 边 形 ) 星 正 方形 。 若 中 星 三 角形 ， 则 除了 ”是 6 的 
(ΑΝ, 5.(Ω)-0. 由 (2.7) 得 g=0， 故 三 角形 格 阵 与 gs 
= 0 相对 应 。 但 不 存在 9,= gs= 0 的 情形 ， 因 为 在 此 条 件 下 微分 
方程 化 为 ( 92 ) πι, 其 解 为 2 一 (u 一 oc)*，c 是 积分 党 
数 ， 显 然 这 不 是 椭圆 函数 了 。 
(4) 用 g.，g: 表 示 .F4 竹 级 数 式 的 系数 。 由 于 《2.6) 式 左 方 
纤 于 零 ， 故 右 方 级 数 的 全 部 系数 项 均 应 等 于 零 ， 从 而 得 
δις 353, ἃδιος-δσµσα, ee- 
全 部 $:(28) ΧΙ ΠΗ͂ 52) 和 Se(28) 的 多 项 式 来 表示 ， 也 
即 是 用 ο. 和 9, 表示， 因此 (2.5) 式 变 成 


2 ΜΡ 4 6ἳ 6 016 δ ΗΕ κενο 
20 2 十 28 十 末 200 "+ 560 “+ 


若 给 定 0 σι 则 该 级 数 式 被 唯一 地 确定 了 。 


82.1.86 实 型 格 阵 卫 尔 斯 特 拉 斯 沙 数 分 布 


现在 研究 实 型 格 阵 时 函数 ,Fu 在 周期 平行 四 边 形 上 的 分 布 情 
形 。 首 先 考察 当 4 -0 时，F4 的 变化 情形 。 上 一 章 已 指 出 ， 实 
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型 格 阵 具有 Q 一 再 的 属性 ， 即 分 布 在 4 平面 上 的 格 阵 点 构成 无 限 
个 共 弦 复数 对 。 故 5S,(2Q》 是 实数 ， 因 此 g,，g; 全 是 实数 ， 而 函 
数 的 每 级 数 (2.14) 式 的 所 有 系数 也 是 实数 。 由 级 数 式 易 见 ， 
当 4 值 很 小 时 ， 函 数 取决 于 1 /ω, βοήν 是 小 正 实 数 πῆ, πι 
取 大 的 正 实数 值 ， 而 当 +4 是 小 的 纯 姬 数值 时 ，.94 取 大 的 负 实 数 
值 。 可 见 当 4 沿 实 轴 或 虚 轴 趋 近 于 0 时 ，.F4 取 实数 值 并 分 别 18 
洛 于 十 co 或 一 co 值 。 

其 次 考虑 .Fa 为 实 函 数 的 条 件 。 若 函数 史 ( 442Q) 的 4 及 可 
分 别 用 其 共 乞 复数 替代 εἰ, ΕΒ ΒΙΠΕ ἈΠ 1651 Ξ ἀρ [5 有 
(W288) 一 .9(412Q)， 这 个 性 质 类 似 画 数 的 齐 次 性 。 对 于 实 型 
格 阵 ， 不 仅 沾 变量 为 实数 而 且 所 有 满足 4 += 0 的 点 均 能 使 函 
数值 和 实数 ， 因 为 所 有 这 些 点 上 有 .F4= .Fu。 因 此 让 4 平面 上 ， 
所 有 经 过 实数 周期 点 和 半 周 期 点 且 与 实数 轴 重 直 的 垂直 线 上 ， 以 
及 所 有 径 过 虚数 周期 点 和 于 周期 点 且 与 虚 轴 相 垂直 的 水 平 线 上 ， 
函数 οι 沟 为 实数 。 

下 面 就 不 同 格 阵 形状 分 别 进 行 讨 论 。 

(1) 矩形 格 阵 

选择 @, 为 实数 ，o, 为 纯 虚 数 时 ， 则 由 周期 及 半 辕 期 点 而 构 
成 的 矩形 周 界 上 .zx 为 实数 。 当 4 连续 变化 由 0 一 oo 十 o， 
(= 一 o)- 一 os， 再 返回 到 0 时， 实数 值 .Pu 连续 下 隆 由 十 co-> 一 
coo。 其 平稳 值 e1/>es>e,。 图 2.1 表示 函数 在 周期 平行 四 边 形 上 
的 分 布 。 其 中 图 (ο) 表示 济 四 边 形 周 界 上 的 分 布 。 图 (b) 上 
标 出 了 在 四 边 形 顶点 及 若干 特殊 点 上 的 函数 值 ， 实 线 为 函数 取 实 


数值 时 α τα ο οι ον οσο... 


ci 十 oO: 为 函数 的 零点 ， 经 过 零点 的 实 、 鳞 线 将 平面 分 成 四 个 区 城 
1，2，3，4。 每 一 个 区 域 十 同一 象限 上 函数 值 的 映 δε, ἘΣ 
“8 表示 函数 的 复 角 ， 则 1，2，3，4 和 象限 矿 对 应 0 的 范围 分 别 


是 ，0 二 0 过 2 } η «(πὶ πσρς δα κος 


δὲ 


(4) 
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Se 
~ 


+ 
~ 


} --- PY ----  ---- ἐν 


[ 
/ 2 
ρε Γον | 
κ 


Re( 65 (1) 


一 一 一 一 πι (ο (μ)) 


图 2.1 在 周期 四 边 形 上 2x 的 分 布 
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2π, ΕΙ (ο) 表示 沿 图 (a ) 四 边 形 的 45 线 上 函数 实 部 和 虑 部 
的 分 布 情形 ， 图 中 还 给 出 各 象限 的 标号 。 在 每 个 特定 象限 的 任意 
点 上 ， 对 应 的 函数 值 仅 取 值 一 次 ， 但 在 周期 四 边 形 上 有 二 个 点 取 
同一 函数 值 ， 该 二 点 对 称 分 布 在 平稳 点 的 两 侧 。 在 平稳 点 ， 函 数 
值 分 别 是 e:，e,，es， 该 平稳 值 是 二 阶 的 。 总 之 , 在 周 期 四 边 形 
上 , 任意 函数 值 均 取 值 二 次 , 这 是 二 阶 椭圆 函数 的 重要 等 性 之 一 。 

当 jojj=lo: 时 ，@ 是 正方 形 的 ， 不 变量 gs= 0 。 此 时 Q=iQ, 
o: 一 ?oj ws 一 os。 利 用 函数 的 齐 次 性 1 (ἷωι) τν ο (ῶι), 2 
(ios)= 一 兄 (os)， 也 即 是 es= 一 6 es 一 一 cs，es 一 0。 图 2.1 
(d ) 表示 在 正方 形 周 期 四 边 形 上 函数 的 分 布 。 函 数 为 纯 实 数 及 
纯 虚 数 时 αἱ 的 轨迹 相交 于 四 边 形 的 中 心 点 ， 该 平稳 点 (1 -ωι 
(1 + ε)) 所 对 应 的 平稳 值 ev= 0 。 该 点 是 函数 的 二 阶 零 点 。 

(1) 萎 形 格 阵 

这 种 格 阵 的 @; 和 @%, 为 共 思 ee 复数 ，@; 为 正 实数 。 4 平面 上 4 = 
0 ， 一 2@,， 一 2%,，20s 四 个 点 是 菱形 的 顶点 ， 如 图 2.2(o。) 所 
示 。 在 经 过 所 有 格 阵 点 的 水 平和 垂直 线 上 ， 函 数 信 为 实数 。 当 4 
从 4 = 0 沿 水 平 线 变 化 到 4 一 o, 点 ，.9u 值 在 co 与 e* 间 振 葛 , 然 后 
4 或 是 沿 垂 直 绥 向 上 到 一 2o, 点 ， 或 是 灌 垂 直线 向 下 到 一 2o, 点 ， 
za 由 e: 下 降 到 一 co。 平 稳 值 e 为 实数 ， 但 elj，e' 为 共 罗 复数。 图 
中 还 用 虚线 表示 函数 为 纯 虚 数 时 4 的 轨迹 。 

菱形 格 阵 的 一 个 特例 是 格 阵 点 是 正方 形 的 顶点 ， 如 图 2,2 


(8 )，os 为 实数 ， 而 o = (一 1+ iow os 一- (一 1 一 


i )os。 与 图 2,1(d ) 相似 ， 不 变量 g= 0， 县 6 一 0。 这 二 种 
方形 格 阵 其 一 相对 于 另 一 个 在 空间 旋转 了 45 "， 即 二 者 差 一 个 比 
例 系 数 如果 一 个 是 虽 ， 则 另 一 为 QQ， 并 且 有 (|2 
2Q)= 一 i (412Q)。 因 此 对 于 前 者 ， 在 周期 平行 四 边 形 的 边 
界 上 以 及 经 过 半 周 期 的 水 平和 垂直 线 上 ， 函 数 为 实数 ， 并 在 正方 
形 的 对 角 线 上 函数 为 纯 虚 数 。 而 后 者 正好 相反 。 就 三 次 方程 42 
一 gz= 0 的 二 个 非 零 的 根 e，ez 来 讲 ， 前 者 为 实数 ， 而 后 者 为 共 
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82.2 ΜΕ 


Μπα, ΜΗ Μπ 8ΆΟ, ΤΕ, ΠΕ αι, ευ 
ΑΓ η, ΒσιΩ Ω)----Φ.(Ώ)ι 

(5) 三 角形 格 阵 | 

构成 三 角形 格 阵 的 条 件 是 @1: 0,:@, 一 11 ε :a7。 如 时 令 os 是 
实数 ， 而 前 二 个 为 共 轰 复数 ， 则 得 到 垂直 方向 的 三 角形 格 阵 (由 
二 个 具有 公共 边 的 三 角形 拼 成 的 次 形 ， 其 较 长 的 对 角 线 位 于 垂直 
线 的 位 置 (图 2.3( 4 ))。 如 果 a* 是 纯 虚数 ， 而 @， 一 2* 是 共 罗 复 
数 ， 则 格 阵 是 水 平 的 〈 图 2.3(8 ))。 三 角形 格 阵 的 gs= 0 ， 方 程 
42 一 gs 一 0 的 三 个 根 满足 条 件 el:esse, 一 1 :8 :82。 念 0, 一 0 一 


o,。 则 三 角形 的 中 心 在 土 -3 -o, 上 。 函 数 .9x 的 零点 在 二 个 三 角 
形 的 中 心 处 。 图 中 实感 线 的 意义 均 同 其 他 格 隆 。 
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ΑΝ, AT 


Lo 一 一 0- 一 一 一 一 5 ος, 一 201 


N=0 A ἐ5 ορ μας; 
Ν 3 
ΤΙ By | J 
Ἣν > 
中 5 
图 2.3 三 角形 格 阵 


$2.2 任意 二 阶 椭圆 函数 


首先 考察 具有 不 同 零 极 点 分 布 且 周期 格 阵 为 2Q@ 的 二 阶 椭圆 
议 数 ， 如 何 将 其 表示 成 函数 .94 的 函数 式 。 
设 阔 数 f(w) 有 一 个 二 阶 极点 4， 并 在场 +W 上 函数 为 
0 。 不 难 青 出 函数 (4 一 4,) 一 ux 是 与 (4) 有 相同 零点 和 
有 相间 阶 数 极点 的 椭圆 活 数 ， 因 此 二 省 之 比 是 一 个 无 极点 的 椭 略 
函数 ， 故 等 于 一 个 常数 4， 从 而 得 
fu)= .αΑ(5(α--".)-- πχ) (2.15) 
ερ (1) Β---- [155 Κα, ΠΠ Β 1ο Επ,Β:ΠΙ {Β ΒΕ 点 。 
ἃ Ἁ βέ8α »(α--ᾱ))--”υ,[8 Εκ λαι, ΤΠΕ Έξι, Έως {ΠΈΒ 
ΠΡ gi (2.16) 
πρι 1) η Εαν Ἁ αι, Το ει. 是 其 零点 ， 
Ἡπ (αι Γκ) / δν ἄκπ (αι --μ.)/ 2 。 研 究 下 式 


AG Md “δις 
P(N --4ρ) -- FU, 


由 于 分 子 、 分 母 的 极点 均 为 如 ， 故 轴 不 再 是 该 函数 式 的 极点。 但 
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πή-υ 3 ΜΗ ΤΡ, Τὰ πα κ. ΤΑ, ειν τι, 为 
极点 《 即 ην, α,), Πάει, 为 其 零点 。 因 此 1 (ww) 与 该 函数 式 
之 比 为 常数 4， 即 


- (η --ᾱ) 一 天 大 
(1 Ὄρρα σι σα, 


一 般 (wu) 可 表示 为 
ασ ἡ --ᾱῃ) ἰ- ὁ 


ον 
πρ, α, ὃν ε, {ΕΠΕ ΜΙ, Η αά- ὐο- 0。 式 (2.15) 和 
(2.16) 分 别 是 c = 0 和 a = 0 的 特例 。 

将 二 阶 顶 贺 函数 表示 成 ax 的 上 述 分 式 是 有 实用 意义 的 ， 例 
如 在 下 一 节 研 究 雅 各 比 函 数 时 ， 即 是 将 其 平方 函数 表示 成 类 似 的 
分 式 ， 从 而 可 以 从 已 知 的 .ra 的 特性 推 得 雅 各 比 函数 的 格 阵 及 其 
在 周期 平行 四 边 形 上 的 分 布 等 。 这 就 自然 地 将 这 二 种 要 圆 函 数 在 
相同 阶 数 的 前 提 下 联系 和 统一 起 来 ， 形 成 二 阶 椭 回 函数 策 的 基本 
函数 。 

其 次 来 研究 二 阶 椭 圆 函 数 的 二 重 值 问题 。 从 前 面 的 分 析 已 
知 ， 二 阶 椭圆 函 数 在 其 单位 胞 腔 上 每 个 函数 值 取信 二 次 ， 在 某 些 
特定 点 上 ， 每 个 点 对 应 函数 的 二 重 〈 阶 ) 值 。 如 果 任 意 复数 c 是 
椭圆 函数 f (wx ) 的 二 重 值 ， 那 么 当 c = ceo 时， 意味 着 (4) Β 
有 二 阶 极点 ， 而 当 c 为 有 限 值 时 ， 则 表示 <c 是 1 (4) 的 平稳 值 。 

已 知 F( 4 一 20) 有 四 个 二 重 值 , οο, 6. ΕΘ), 68 分 别 对 应 
μ-ωΆα κο ως 1， 2， 3 )。 令 中 是 单 应 性 x ->(ax 十 
5 )/(ex 十 d)， 因 此 (4)== 申 P(t4 一 0); f(w) 的 四 个 二 重 
值 则 分 别 是 中 co，ge:( i 二 1，2， 3 )。 根 据 单 应 性 下 交 比 不 变 
的 原理 ， 可 见 二 阶 函 数 (uw) 有 四 个 二 重 值 ， 其 任意 次 序 的 交 
比 满足 下 式 | 


(2.17) 


(2.18) 


一 (2.19) 
EC;— Ek 


该 式 1，j ，R 是 1，2，3 的 某 种 排列 。 
任意 具有 格 阵 2Q 的 二 阶 椭圆 函数 ， 其 四 个 二 重 值 交 比 的 平 
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方 根 被 称 作 格 阵 2@ 的 模 数 。 通 常 按 下 式 定义 模 数 & 和 补 模 数 / 
Re hres ph 1 (2.20) 


el—eé,” ει--έ, 
二 重 值 交 比 (πι (3.19) 式 ) 的 可 能 值 有 六 个 ， 故 有 十 二 个 平方 
根 。 即 十 二 个 可 能 的 模 值 是 


, 1 1 ik πα 
εἰ, 8Η, + Έτ πρ τε 


模 值 仅 决定 于 @,，%; 的 选择 ， 亦 即 是 决定 于 格 阵 的 形 状 。 所 有 
相似 格 阵 具有 相同 的 模 ， 因 为 用 m@ 替代 Q 时 ， 意 昧 着 只 是 用 
πι Ἐν τν, πι Ἔν 替代 了 ει, 6 ει 而 已 。 


52.5 雅 各 比 函 数 


在 讨论 了 卫 尔 斯 特 拉 斯 函 教 .9 以 及 可 以 用 .Fu 表示 二 阶 椭 贺 
函数 以 后 ， 再 研究 雅 各 比 函 数 是 比较 容易 的 。 函 数 .Fu 的 格 阵 有 
各 种 形状 ( 算 形 ， 方 形 ， 菱 形 ， 三 角形 )， 而 雅 各 比 函 数 的 格 阵 
一 般 是 矩形 的 。 在 单位 胞 腔 上 前 者 有 一 个 二 阶 极 点 ， 而 后 者 有 二 
个 一 阶 极点 。 可 以 有 多 种 途径 来 建立 雅 各 比 函 数 ， 其 中 较为 简单 
和 直观 的 方法 如 第 一 章 毛 述 ， 是 通过 款 让 德 标 准 构 圆 积分 的 反 演 
而 得 到 的 。 另 一 种 是 直接 研究 Fu 一 ei( 1, 2. 3) 的 平方 
根 函 数 而 得 到 十 二 种 雅 各 比 - 哥 来 售 尔 函数 。 另 外 还 可 以 通过 西 
他 函数 〈 下 一 章 ) 来 建立 。 下 面 将 分 别 研究 雅 各 比 函数 的 定义 及 
其 主要 特性 。 


82.8.1 雅 各 比 - 哥 来 合 尔 和 函数 


(1.6) 和 (1.7) 式 已 给 出 函数 sna 与 勒 让 德 第 一 种 椭 图 积 
分 的 关系 
2 42 
2 一 Sn "= | o 7 TT (2.21) 


雅 各 比 曾 引入 变量 中 ， 令 


2 一 Sin 站 
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则 积分 为 


Γ 
:- ον -一 (2.22) 


这 个 积分 的 反 函 数 称 为 4 的 幅 角 ， 记 作 
=amu 
因此 有 
5 =Hn9=sinamu= sn4 
雅 各 比 称 之 为 幅 角 的 正 驼 。 另 外 还 定义 下 列 二 函数 
ντ 一 好 一 cos 外 一 coSam& 一 cnt 
ν 1 — hizi ~=AYP=Aamu= dnd 
当 z = 二 0 时 4 二 0， 四 = 909， 使 得 cn4= 二 1，dn4w 二 1。 三 个 
函数 满足 下 式 
sn 二 cniu= 1 ἠππη-βὂεῃζη-- 1 (2.323) 
可 将 (2.21) 式 中 4 展 成 级 数 ， 为 此 将 被 积 函 数 在 2 = 0 附 
近 展 开 


1 一 
να αι --βξ2) 


1 Ἔ-} (1 -β})αν 


十 -二 3 + 2k 8β᾽)Ζ᾽ἠ-»''»» 
代入 0.19) 式 得 
ο δα 2 πα ο. λεν 


当 |al< 1 及 有 -时 此 成 立 。 求 其 反 级 数 得 z =snu 在 a= 二 0 附 
近 的 展开 式 
sn 一 一 引 ο ο. 


(2.24) 
进一步 得 
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--- -. 1 2 1 pk? 4 
οπές 1 2 μὖ -- 4 (1+ ἀλλ) 


让 (1 十 44k? 十 16R4)4s 十 «....ϕ (2.25) 
dnu= 1 -.. Bom? -上 (4 名 十 及 人 本 4 
21 4] 
στ 5 -(163} 十 44R4 二 Re)28 十 ww。 (2.26) 


Εκ ΔΕΗ ΓΗ -- ΤΕ [ΕΠ Β ΕΠΑΣ μι ΚΕΙ με δα {88 
数 及 除 商 | 


在 倒数 式 中 g 是 s，c，d 中 的 任 一 个 ， 在 除 座 式 中 pg 是 s， 
c，d 中 的 任意 二 个 (包括 次 序 的 倒置 )。 因 此 有 


1 1 1 
ηβὐ-----., ποῖ-----, ndu= 
sn4 ” επ.” dnu 


SITE Sn Οζ" 
µ-- 到 一 cd 一 2.27 
SC cnd 9 sd dn 3 πα ( ) 
μ dn {πη 
cs t= » = 一  ἆσμς 
snid 5π 4 CD 由 


在 讨论 雅 各 比 函数 的 性 质 之 前 ， 先 来 研究 函数 snx 与 4x [ΒΒ 
关系 。 仍 由 02.21) 积分 式 出 发 ， 令 22= 1， 则 (2.21) πὸ 
变 成 


t at 
"= |， 2v 1(1--1)(ι --ᾱ (2.28) 
已 知 卫 尔 斯 特 拉 斯 标准 椭圆 积分 
Χ dx 
κ“. |. γ΄ 4.δ-- gx— ν 
dx 


-| - σι ΕΤΠΑ (2.29) 


ου ο ΟΡ ΟΡ 


50 
上 二 积分 式 均 会 有 三 次 多 项 式 ， 其 根 61(，es，6: 8 1. 1/Α”. co 
相对 应 。 为 了 看 出 u πι’ 间 关 系 ， 设 法 将 (2.29) 变 成 (2.28) 
的 形式 。 为 些 需 将 变量 x 变 为 变量 1 。 因 为 当 x ==e 时， 1 必须 
等 于 0 ， 故 变换 取 下 式 
4 


1 = 


χ-Β 
为 了 保持 根 的 对 应 性 ， 可 以 设 B=e,， A=e 一 62， 则 x =e@, 时 ， 
1 一 1， 故 得 


1 έι- 6 
χ--6, 
进一步 得 


ἔι1--θ. 
X 一 2 一 -二 -2 
{ 


(ει--ε))ί1 -- 1) 
1 


xX 一 6 一 


- ο δεν 
(ει ἐκ) 1 oe, | 


1 


) 


κ 一 Cs 二 


| dx 一 二 (02 αι 
代入 0.29) 式 得 
1 1 at 
μ’ 一 一 -一 一 一 
el 一 es Γ Cs— Cs 
GD 


运用 (2.20) Ἀκ’-ς᾽-;-Β πι 
3 


y=V ee wu 


1/ u 
(ya 


考虑 到 变换 式 1 一 2 一 sa" 及 1 一 多 二 全 ， 我 们 有 


9] 


(2.30) 


这 个 式 子 表示 了 二 函数 间 的 关系 (对 于 格 阵 29， 生 成 元 2o， 
2o,)。 为 了 简化 二 函数 间 的 关系 式 ， 引 入 一 个 标 度 因子 户 ， 并 令 
h' 一 e, 一 6e。 将 格 阵 28 乘 以 标 度 关子 疡 得 到 一 个 新 格 阵 ， 生 成 
元 是 2ίω,, 2µω,, 因为 

el 210) -- Fh) = (ως) ----"ε;(20) 
故 

e1(2hQ) — e220) =he (20)—e(20))=1 
我 们 将 满足 ἠἔτ-θι---θνΞ- 1 的 烙 阵 28Q 称 为 规 一 化 格 阵 ， 并 记 作 
20。， 即 2Q,=2hQ。 显 然 2Q, 与 2Q 是 相似 的 。 对 于 规 一 化 格 阵 
(2.20)，(2.30) 变 成 


Es—Es=h’, e—es=h’? (2.31) 
sa 一 La nsW= Fh— es (2.35) 
利用 (2.23), (2.31), (3.32) 及 el 一 es 二 1 可 以 得 到 
to 
seu -- ος Ἡτ- Fu . 4.15) 
αν -- πι ας η -- FU— Cs (2.56) 
cd de μας (2.41) 


十 二 个 雅 各 比 - 哥 来 舍 尔 水 数 的 平方 均 表示 成 Pu 一 ei( i = 
1，2，3) 的 函数 〈 包 括 倒数 和 除 商 )， 这 些 表 示 式 正如 8 2.2 
中 已 讨论 过 的 那 种 形式 。 

需要 指出 ， 在 给 定 了 格 阵 形状 但 没有 规定 生成 元 的 条 件 下 


Te 
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有 六 种 不 同 的 6: 一 e; 可 选 作 成 。 因 此 对 于 格 阵 29， 能 够 得 到 六 


种 规 一 化 的 格 阵 。 如 果 28, 是 其 中 的 一 种 ， 模 数 为 &， 则 其 余 五 
种 规 一 化 格 阵 将 是 ，21Q。 2ΚΩ,, 27RQ,。，2R’ OQ。，2ik’Q。， 其 模 
ἈΠ} ἩΒΕβ’, 1/8’, ἰδ’ /Α, ἰ͵/ϊ’, τ/β’, κ 如 十 RY 二 1 这 
六 个 格 阵 分 成 三 对 ， 每 对 中 二 个 有 具有 相同 的 大 小 ， 但 其 一 相对 于 
另 一 个 旋转 了 90). 


82.8.2 根 函 数 


由 (2.32)~(2.37) 可 知 十 二 个 雅 各 比 - 哥 来 舍 尔 函数 是 由 
FW 一 C1( i 一 1，2，3) 的 平方 根 函 数 来 表示 的 。 为 此 首先 考 
察 该 平方 根 通 数 的 性 质 。 | 

一 般 对 于 函数 (1), ι-απβ--Λπῇ[ῃσξετς- π 
极点 ， 令 (wu)=(4 一 a) 中 (4),， 中 4) 在 4a 点 是 解析 和 非 零 
的 。 沿 围绕 α 点 的 小 圆 上 进行 延 拓 以 观察 (αγ 平方 根 的 变化 。 


由 于 沿 贺 周一 圈 时 4 一 a 的 糖 角 变化 2xmt， 故 (4 一 a )* 增加 


nti。 因 此 (4 一 a) ?的 二 个 值 《 即 是 (wu)》 的 二 个 平方 根 ) 当 
4 为 偶数 时 ， 返 回 到 它 的 初始 值 ， 当 ?” 为 奇数 时 ， 在 返回 到 初始 
点 时 ， 其 信 发 生变 化 。 对 于 后 者 ， 称 函数 的 平方 根 在 w = 4 点 产 
生 分 支 。 

ru 一 ei 在 全 平面 上 周期 性 分 布 有 二 阶 极点 和 零点 (7 一 2)， 
故 它 的 平方 根 在 全 平面 上 没有 分 支 。F4 一 ei 的 二 阶 极点 和 零点 
对 应 着 其 平方 根 的 一 阶 极点 和 零点 。 在 原点 .Zu 一 2 的 主 部 是 ? 
(参看 (2.5A) 式 )， 而 二 个 平方 根 则 是 土 w*。 取 主 部 为 二 4! 的 
平方 根 ， 将 其 定义 为 根 函 数 f:( 4 )， 从 而 得 到 三 个 根 函 数 


fi(u)= Fue ἐ--1, 2, 3 (2.38) 

函数 .94 一 @i 不 仅 是 4 的 偶 函 数 ， 而 且 也 是 4 一 @; 的 偶 函 数 ， 

也 是 4 --ωι({ εἰ) 的 偶 函 数 。 根 函数 fi( 4 ) 是 4 的 奇 浮 数 ， 
也 是 4# 一 @ 的 奇 函 数 ， 但 它 是 4 一,( i 霹 |) 的 偶 函 数 。 惠 用 


ου... 


ΕΣ] 
这 些 奇 偶 性 ， 由 
{ι(2ῶ- 1) --ἔα)}τ{ι(- 1) 
Τιίω;--μ)--[ι(ἑ)----}ι(--υ) 
用 4 代替 一 4 得 
fi ο πα 
fiCu +20;)=—fi(u), (}5ε 1) 
fi(ut40;)=— {η δωι) {1} 
ΠΡΟΣ Για) 具有 生成 元 2ω,, ἐω; 的 周期 格 阵 29;:( 是 29 
的 半 格 阵 )。 根 通 数 在 23, ΓΡ ΜΒ ΕΣ, ΗΕ 2Ω 上 它 不 是 
椭圆 耳 数 ， 其 极点 和 和 零点 的 阶 数 仅 是 1 。 
将 (2.38) 式 代 入 .Fi4 的 微分 方程 ， 得 
CP = A FYE PU ἐν) PU Cs) 
ΡΕ αλ ΗΕ fC) 
或 . 
{παλ τα fly) (2.39) 


式 中 !，7，R 是 1，2，3 的 任 一 种 排列 。 上 式 右 方 取 负 号 是 
因为 f;(4) 在 原点 的 主 部 为 W， 而 f( 4 ) 的 主 部 是 一 性 之 故 。 
三 个 根 函 数 满足 三 个 二 次 方程 式 
CD) 一 站 (7) 一 好 一 G 


其 完整 形式 可 表示 成 下 列 矩 阵 式 
0 一 1 1 θε ες fiCw) 
1 0 τι δι όι ΗΘΟΣ 
-1 ' ο. oe || ARC |77 
es 一 6 6 一 6 6 一 2: 0 1 ] 


(2.40) 


四 个 方程 的 任意 三 个 是 线性 独立 的 。 系 数 矩 阵 是 斜 对 称 的 ， 它 的 
普法 去 多 项 式 等 于 0 ， 


We 
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$2.3.3 雅 各 比 函 数 的 性 质 


由 式 〈2.32) 一 (2.37) 和 (2.38)， 并 考虑 到 根 函 数 的 定义 ， 
从 而 将 雅 各 比 - 哥 来 售 尔 函数 用 三 种 根 函 数 表 示 ， 
ες” Ξ{ι(1), ns 和 一 六 (2 )， ds4 一 六 (2 ) 


ll -1 -..Σ... 
κε’ - ΦΈΣΙ σα Γι.) sd 一 fs(u) 


Για) γα σαν 
αμ {ια cdu = Fn) dn 4 = (9.41): 

_ 111) ..δ.() ια -- ;ι(υ) 

μμ ος ἐμ πὸ“ µία) 


将 (2.811, (2.38) 式 代 入 (2.49) 得 


0 一 II 1 R2 ορ” µ 

1 0 -ι R’? πο” 4 
-1 1 0 --ι dsza 1 0 (2.42) 
一 ba --μ 1 0 ι | 


这 些 函 数 是 在 规 一 化 格 阵 上 建立 的 。 通 常 选 0 是 实 δι, ο, 
是 纯 虚 数 ， 即 ΖΩ 是 矩形 的 。 此 时 el，e*，es 全 是 实数 ， 满足 e; > 
ἐ»6,, ΗΒ ἐ' Ἅλ ΣΕ Μ1Ε 0-1 之 间 。 若 2@ 是 垂直 的 或 水 平 
的 ， 则 分 别 满足 名 之 -<h' ?和 如 ?< 一 -< 局。 通常 用 2K， 
2iK' 表示 规 一 化 格 阵 20, 的 生成 元 28@, 和 2ίω,,. Ββ 

2K =2h@,, 2iK’ =2he, 
式 中 玉 和 天 /为 正 实数 。 

规 一 化 格 阵 29,。 的 半 格 阵 有 三 个 ，2Q。.，2Q。，29。， 它们 
分 别 是 上 述 某 些 函 数 的 周期 格 阵 ， 其 生成 元 分 别 是 (2 天 ， ΕΚ’, 
(4Κ, 2’), (2K—2iK’, χΚ21Κ’}. 

函数 极点 和 零点 的 分 布 取决 于 三 个 根 函 数 的 零 极点 的 状 δύ. 
原点 4 = 0 是 三 个 根 函数 的 一 阶 极点 ， 由 (2.41) 知 原点 是 csz 
ns4，ds4 的 极点 ， 也 是 scuw，sn#,sd4 的 零点。# 一 天 ， 天 


οσο σος ο ο ο ο πμ ϱ͵ϱἛ--ᾱι 
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ΚΑ’ 23. {ι()ν δι) πια) 的 零点 ， 因 此 分 别 是 
cs4 ,ns4u，dst& 的 零点 ， 也 分 别 是 cn4 和 cd#w， nec4 和 nds 
dc 4 和 dn 4 的 零点 ， 同 时 还 分 别 是 sc 4 ，sn 4 ，sd 4 的 极点 ,也 
分 别 是 ncw 和 dcw，cn4 和 dn4，cd4 和 ndw 的 极点 。(2.41) 
式 后 面 六 个 函数 均 姑 二 个 根 函 数 的 除 商 ， 在 原点 三 个 根 函 数 的 主 
部 均 是 如 !， 故 在 原点 这 六 个 函数 值 为 1 。 现 将 十 二 个 函数 的 极 
点 ， 好 点 让 及 其 周期 列表 如 下 


5 κ | 极点 | . 局 期 
csu οὁ | Κ 2Κ, ἀἰκ’ 

scu | Κ | 0 2K, ΑΚ’ 

nsu ΓΚ’ ΑΚ, 2iK’ 

θα Ὁ 2 | ϱ | ΑΚ, 2iK’ 

dsu ΚΚ’ ΑΚ. 2K + οἱ’ 
εαν Ἢ Kxik | 0 4K, 2Κ +2iK’ 
ση ' ΙΚ’ | Κ 4K, 2Κ +2iK’ 
πο Κ | iK’ 4K, 2K 121’ 
{πμ | 1 天 7 | K+iK’ 2Κ, εκ’ 

πα Πα | ἐΚ’ 2K, ἐἰΚ’ 

cdu  ΚεΚ' Κ ΑΚ, 21 Κ’ 
du «| κείκ 4K, 1Κ’ 


在 中。 的 每 个 格 阵 点 @ 上 ， 这 些 函 数 或 者 是 4 一 @ 的 奇 函 数 ， 
或 者 是 偶 函数 ， 这 个 奇偶 性 取决 于 四 的 情况 。 如 果 4 一 @ 是 函数 
的 极点 或 等 点 ， 则 函数 是 奇 前 数 。 对 于 其 他 格 阵 点 ， 则 函数 是 
偶 函 数 ， 这 些 点 是 平稳 点 ， 对 应 的 函数 值 是 平稳 值 。 

82.2 分析 可 见 ，f;( wu) 的 平稳 值 是 e, 一 wr，e4 一 6@; 的 平 
方 根 ， 所 以 csw ，ns 4，ds 4 的 平稳 值 分 别 是 六 个 量 + 1, 土 局 ， 
土 &'?: 中 二 个 的 平方 根 。 这 三 个 函数 在 原点 的 主 部 是 如 ΣΕΝ 
小 的 正 实数 4， 卫 数值 为 正 实数 ， 而 对 于 小 的 虚数 4， 函 数值 为 
负 的 虚数 。 当 4 μυ 0 出 发 到 K。K 十 iK’，iK 人 ,返回 
到 0 时 ，cs4 由 co 到 0， 一 这， 一 1 到 一 co nsxz 由 co 到 1， 
R，0， 到 一 co ds4 由 吕 到 Rr，0， 一 雇 ， 到 一 2。 这 些 函 
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数 在 其 余 格 阵 点 上 的 分 布 利用 函数 的 周期 性 和 奇偶 性 很 易 求 得 。 
至 于 其 余 九 个 函数 ， 根 据 这 三 个 函数 的 已 知 值 ， 利 用 倒数 或 除 商 
很 易 求 出 。 图 2.4 给 出 六 种 函数 在 单位 胞 腔 上 的 分 布 情况 ， 标 注 
了 在 格 阵 点 〈Q。 上 ) 上 的 函数 值 。 图 中 实 线 ， 虚 线 以 及 象限 划 
分 等 均 与 图 2.2 、 图 2.3 相似 。 其 他 六 个 池 数 分 别 是 图 示 函 数 的 
倒数 ， 不 难 由 该 图 推 得 。 


ον 0 一 一 
ΜΡ ,| 
“一 人 一 1 νἴνη 
ΝΗ 一 
co 一 -- 0 -一 -一 oo 1 | 4 | 51 | 
0 一 一 一 一 0 一 一 -1 一 一 1 
| 2 | 3} u=0 snw 1 
ΕΕ "1 
1 2 2K+2iK 
wo 1 一 ?一 - 本 一 人 一 ! 
2 3 
| 1 | 1 | ια 41} 7 | ΤῸΝ 
1 ἐπ βλ υπ] 二 一 -20 一 σπορ ας 
.-0 dnw 2Κ 4}. 3 | 2} 1 | 4 
-一 一 0 -1 Ol 
t=0 - AK 
ZK 9 一 入 一 | --ᾱ 
: --. 4 
0 9 1 11 251341 
| | ὶ k [ Ε 
Ὁ 1 | 2 1 4 3 | 2 | 1 | 
i τι ik’-——! | | 
! [ | 1 一 -一 0 一 一 -1 -一 0: -λς 
由 2 ὁ 50 "το cdu 
| 3 《 | 2K + ok 
i Oh 
4 | 3 | 2 ΠΠ [8-5 
dd -一 
下 = 人 ες 2K 4 | 1 | 2 | 3 | 4 
“ oo 一 一 入 一 一 忆 - 一 一 ο» 
u=0 dsu «ἀ-ΑΚ 


图 2.4 雅 各 比 函 数 分 布 


由 (3.39) 和 (2.41) 式 可 以 求 得 函数 cs 4，nsuw，ds4 的 
导数 关系 式 ， 由 此 又 可 以 导出 其 余 函 数 的 导数 式 ， 现 列 出 如 下 ， 
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-ᾱ ρον nsn-dsn 4 secu =de .nc 

να 一 一 cea ds -ᾱ .πΏ 二 CHEN -dn 

τὰ ἀνα "οτος ἡ «ποι τ sd4 =nd# «ο 1 

(2, 43) 

cnu ----ᾱῃ ατα σαι ποῦ πες τς 

-4 αν hs du-:ndu κ. "ἡ --β’/}.γο 8 «5ο Β 
πιο 6 π 而 “ο ποπ 5ο 
-qd 1 "ἡ ----βὂ-εη Ἡ -οῃ αὶ -ᾱ ἀπ κ" οἆ α :sdu 
σι 卫 51 cn du με 、 ιν 5 


每 个 函数 的 导数 均 比 例 于 具有 相同 极点 的 二 个 函数 的 乘积 ， 而 后 
二 散 数 的 零点 是 该 函数 的 平稳 点 。 在 二 画 数 的 一 阶 极点 处 得 到 乘 
积 函 数 的 二 阶 极点 。 

(2.43) 式 可 以 用 其 他 方法 得 到 。 例 如 ， 先 对 (2.21) 式 求 


πλαν τοι 一 rz ， 再 利用 函数 定义 及 (2.23) 
式 ， 即 得 到 -4 ταν 的 关系 式 。 对 (2.28) 式 直接 求 微分 ， 经 过 


简单 运算 ， 又 可 得 到 cau ，- 和 -dn 4 的 式 于 。 进 一 步 可 以 得 
到 其 余 的 式 子 。 


ἒ2.8.4 ΑΜΕΑ 


惑 让 德 第 一 种 椭圆 积分 (2.21) 中 ， 当 积分 限 z = 0 一 1 时 ， 
即 得 到 全 椭圆 积分 


κ- 上 -- .. ἀφ 
νο υγ (1 --2)(1 --ᾱζθ) ο 1τὀξοίηῖφ 
(9.44) 


ο ο pA ο ee ri ον 
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当 积 分 限 z = 0 一 1/& 时 
1/k dz 人 dz 


ο ναί ha oy UI TT hz 


1/k dz 
. - / 
ο αἱ (6.45) 


一 _ 1 
对 第 一 个 积分 作 变换 2 ων. 1 -ρ ση τ 得 


ΠΝ dz 
1 γ΄Ώς- 1)(1 —hz’) 


ασ’ Ν 


1 
το 


有 1 dz 
即 Κ ει...» (2.46) 
ΚΑΜΕΡΑ, ἩΒΙΊΚΕΒ', ΠΠ δα 。 当 积分 限 z = 
0 一 oo 时 , 积分 路 线 绕 过 z 一 1 和 z =1/ 角 二 点 时 均 在 上 半 平面 , 得 


0 dz 


πο. 


一 天 十 这 7 


-[ -.. dz | 
1/ kV (2 1 )(μαῖ-- τ 


在 第 三 项 积分 中 作 变 换 hz=1/ 1 ， 得 


59 dz ... dt 
VT RT) o VO Rs) ~K 
所 以 
”oo dz ， 
| (2.47) 


以 上 各 式 将 勒 让 德 椭 圆 积分 在 不 同 积 分 限时 的 值 ， 表 示 成 全 
椭圆 积分 KK 入’ 的 形式 。 由 椭 回 积分 的 反 演 得 


ο i 
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snK=1, cnK= 0, dnK=hk’ 


ik’ 


sn(K +iK’)=—i—, cn(K+tik’)=— 


dn(K -+iK’)=0 
sn(iK/)=o0, cn(iK’)=o00, dn(iK’)=o0 
这 与 上 一 节 所 得 到 的 结果 完全 一 致 。 因 此 从 几何 意义 上 讲 ， 全 椭 
圆 积 分 是 雅 各 比 - 哥 来 含 尔 函 数 的 规 一 化 格 阵 @, 的 生成 元 ， 模 数 
α 和 补 模 数 h/ 或 二 省 的 比值 ， 则 是 该 型 函数 的 平稳 值 。 
全 椭圆 积分 可 以 展 成 模 数 R (AR ) ΠΕ κ8., ΑΙ, 先 对 (1 一 
kisin* qq) 按 二 项 式 定律 展开 


(1 --ἐβρίαῦφγ-νᾶ- 1 + 3 sin’ P νυ 


1:34:56 ,6 
2.4.6 
代入 (2.44) 式 ， 再 运用 下 式 


2π--1 
25 


十 sins 中 十 … 


π Ν 
Γ 2 sin’” ?pdm = 


.. 
| 2 sin2*pd 一 
0 


2π-1) 21-38). 8 --.(-) 


ΠΕΙ 2 


(1πὴ (1π--2}᾽ 4. 
ΗΗ (2.44) 式 得 玉 的 级 数 式 


κ στα αν) (ας) 
上 了 3 -- | -- 


当 |& | 之 1 时， 这 个 级 数 绝对 和 均一 收敛 。K 和 如 间 有 类 似 的 
式 子 。 


$ 2.4 二 阶 椭 贺 函数 的 赔 变 


椭 贺 函数 的 重要 特性 是 它 具 有 双 周 期 性 ， 当 其 周期 趋 于 极限 
值 无 限 大 时 ， 则 椭圆 函数 要 暗 变 为 非 椭圆 函数 。 
首先 考察 函数 中 (4 )。 若 令 吕 保持 为 有 限 值 ， 而 @“ 趋 于 无 


κ νο ο Ον... 
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限 大 时 ， 此 时 .9(4u) 变 为 


1 Tn π Ὁ 1 ᾿ 
σσ σα) "(ω) ΕΠΕ 
sin 
δω 
30. ὅσα 
C= θει-- 
! 9; : 29. 


由 (2.20) 式 得 ， 此 时 模 数 k= 0 
如 令 @ 也 新 于 无 限 大 、 则 从 .24 的 级 数 式 立即 得 
PY= ον (2.50) 
此 时 e/=e=es 二 0， 故 模 数 有 一 1。 
现在 来 研究 当 k 一 0。，k 二 1 时 ， 雅 各 比 函 数 的 晓 变 情 况 。 
由 勒 让 德 椭圆 积 
- γ΄ a - 
ov (1 -- -RD 
知 z=sn(w，& )， 由 此 得 


sn(#, 0)=sinu, cn(4, 0)=cosu, πίε, 0)=1 


(2.51) 

再 设 

E= lim sn(u, hk) 

ᾱ--1 

则 

γε ἃ ,1+ 

ν -| ε1- 2 ni τε 

αι: εὖ -- 1 

ΠΕΙ err th! 
因此 得 


sn( 4, 1)=th4, cn(#4, 1)=dn(4u, 1)=secht 
(2.52) 


ο ΗΡΙΡΗΙ 


Ας το ΛΙ ΥΗ ΣΗΜΙΤΗ ΛΕΝ ΕΞ ΒΙΤ ΜΕ ΠΙΒΡΑ ΣΝ, Β 
它们 均 与 椭圆 函数 或 椭圆 积分 大 密切 的 联系 ， 是 椭圆 函 数论 的 重 
要 组 成 部 分 。 它 们 中 有 的 是 由 椭圆 酉 数 求 积分 而 得 到 的 《如 上 
(47))5 有 的 与 标准 椭圆 积分 相关 联 〈 如 五 (4 ))。 有 的 与 其 他 拟 
椭圆 函 数 在 在 简单 的 关系 (πσ(ι)θ, ΤΡ 5 ἘΚ ΕἾ [8] β8 Ἐκ 
发 展 进程 中 起 着 重要 的 作用 ， 许 多 项 数 《特别 是 雅 各 比 函 数 ) 可 
以 用 它 来 定义 。 由 于 该 函数 的 级 数 式 具有 收敛 快 的 特点 ， 在 椭圆 
函数 和 椭圆 积分 计算 中 具有 特别 重要 的 意义 。 但 从 严格 的 定义 上 
讲 ， 西 他 函数 迹 不 属于 椭圆 函数 ， 故 将 其 收编 于 本 章 。 


8$3.1 δι ώεία) 8 δὶ ζι 
函数 54 与 24 间 存在 下 述 关系 


ο — Pu i 十 2 [ -- 十 1s ] (3.1) 
也 可 写成 
Eu -[ [94— - je (3.2) 
.将 4 的 级 数 式 代入 该 式 ， 逐 项 积分 后 得 


w+ st ὦ + Er|= ζω) (3.3) 


ΠΠ, κα ὦ --2πιω ἠ{- πιω’ 是 ζω 的 一 阶 极点 。 由 于 


Φ 在 有 的 书籍 中 ， 引 入 第 二 种 和 第 三 种 糖 加 函数 的 概念 。 而 机 数 o 属于 第 三 机 
ΒΡΕ. 2 πι, ΜΠΕ ΜΑ, 1981, Ε. 101 一 109 
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9 


+ [~ 1 Ἰάμτο-- tu) 


3 


因此 δν ἘΠ} ΒΕ ἄς. 
将 .Fu 的 展 发 式 (2.5A) 和 (2.14) Αλ 03.2) 式 求 积分 ， 
得 到 &u 在 原点 附近 的 展开 式 : 


一 So 一 SS 一 So (3.4) 
b= σος ο ές ντ λος η πλ τ 
(3.4A) 
函数 ζι 也 具有 下 述 齐 次 性 ， 
ζ (Mal2MQ)=MECal29) (3.5) 
在 2ῶι, Ζω, 为 边 构 成 的 单位 胞 腔 上 只 有 一 个 一 阶 极 点 ,所 以 
tu 不 是 椭圆 测 数 。 
由 于 存在 下 式 


- CC 29)” Eu) -=— Fu 十 2@) 二 .Zu 一 0 


故 在 人 @ 中 对 任意 % 和 wm ， 我 们 有 | 
ξίυ!{2ω)-ζί(υ)-2η (3.6) 
ξ(ή!2ω’΄)-ξ(α)-2η’ 

Ἅ μη, η’ 是 常数 。 上 式 分 别 令 # = 一品，o“， 并 考虑 到 ζει 是 

奇 函 数 得 
ζίω}-:-η ξίω’)--η’ (5.7) 

由 (3.5) 式 得 

ἕ(ν Γδω--λ2ω/)-- ἕως. η --2η/ 
常数 1 和 "分别 对 应 烙 阵 Q@ 中 的 生成 元 和 wm ， 放 可 以 将 

η 和 TW 署 成 是 另 一 个 格 阵 中 的 生成 元 ， 二 者 间 存 在 对 应 关系 。 在 

ΜΕΤ» πιη!-πνη/ Ἀγ πιῶ--πύω’, πι π’ Ἃ 8 πι, [05]. 

二 个 格 阵 生成 元 闻 满 足下 列 关系 式 
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no“ 一 Yo 一 -ni (9.8) 


Ἀ! ΤΑ, 1Έρλαι, 0 Ζω, πρ!-2ω 1-26’, πρἼ-2ω΄’ 为 顶 
点 的 周期 平行 四 边 形 上 ， 沿 周 界 对 tw 积分 


| ζαάω-- ΜΝ (ξε--ξ(η--2ω’)]άα 
二 人 (ξ(α--2ω)--ζα]αι 
κῃ 
ΜΝ (2ndut+ |“ (η γάα 
uo "ο 
一 一 40o17 十 407 


在 上 述 四 边 形 中 ， 通 数 仅 有 一 个 一 阶 极点 ， 由 (3.3) 式 知 它 的 
留 数 等 于 1 ， 即 


全 tudu = δπί 
可 见 (9.8) 式 成 立 。 一 般 类 似 (3.7) 式 有 
ζ(ωι)- η; (一 1， 2, 3) (53.9) 
Π,--η, Π,--Π’, Π.----η--η/ 
η. ΕΠ, Πε 0 


可 将 《3.8) ΑΓ, 18 
Ἠμων-- M01= N07 ιν TD — ND = 到 (3.10) 
(3.10) 式 被 称 作 勒 让 德 - 卫 尔 斯 特 拉 斯 关系 式 。 下 面 分 析 生 成 元 
改变 时 的 情形 。 若 格 阵 @ 的 生成 元 是 
0 一 do 十 co ，05 一 Do 十 Go。 


与 这 相对 应 的 格 阵 赴 的 生成 元 为 
η’ --άπ, Εοῆν, WV=6n,+am 


κ "| |. ,| 
ai η] ο dAiAw, mm 
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其 行列 式 为 


-gps 


44 
η’ ο, --Π) ο’ -- (αἆ ---ὃο) (Nm,— No) 
根据 8$1.2 中 指名 的 格 阵 与 生成 元 间 关 系 知 ad 一 bce= 1。 可 是 勤 
证 德 - 卫 尔 斯 特 拉 斯 关系 式 与 生成 元 的 选择 是 无 关 的 。 

以 上 所 研究 的 函数 ζα 不 具有 周期 性 ， 既 无 周 λα, ΧΑ 
周期 2o:， 但 我 们 可 以 用 如 下 方法 定义 具有 一 个 周期 的 函数 。 首 
先 我 们 定义 函数 

. Μα Eat Cu 
满足 关系 式 

, : _ 1 
Cu — Fut C, lim (to )=° 


υ] 


ξεί-ἠ}---ζο 

对 于 任意 整数 中， 
ζεί ἡ {-2πιο| πω) τσ ζωι-2πι(ηι σοι) 1-2 (η, ζω) 
Eom πως) 一夫 (人 十 Co 十 4 (na 十 Cao) 
(πι 和 为 非 偶 数 时 ) | 
其 次 ， 令 C 一 一 mVoi， 定 义 

E 忆 一 5 一 人 Ta， (3.11) 

这 是 “的 奇 函 数 ， 满 足下 式 
λέω δπωι-Γδπως) Ξ-ἕθι--ππί/ωι 


上 (CO 十 00 ) -5---ππί /2ςο) 
Cm 和 ?为 非 偶 数 ) 
Μ4πΞΛϱΗ, (ω -Γδπιωι) τα, 可 见 畏 数 5 具有 周期 20i。 


δ8.2 西格玛 (Sigma) 18 δι σι 


首先 考察 函数 &4 的 积分 。 在 4 平 面 上 ， 积 分 | taau 不 是 唯 


一 她 由 积分 路 径 端 点 决定 的 。 因 为 &4 在 4 平面 的 每 个 格 阵 点 上 
其 留 数 为 1 ， 若 任意 闭合 路 径 的 域 中 包含 有 了 个 格 阵 点 ， 则 治 该 
闭合 路 径 的 积分 值 为 2rri。 而 一 个 复数 的 对 数 也 具有 这 样 的 特 
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性 。 由 此 得 到 启示 ， 当 积分 下 限 固定 时 ， | tudu 不 是 积分 上 限 的 
单 值 函 数 。 可 将 其 定义 为 一 个 函数 的 对 数 ， 该 函数 即 ou 写 作 

Inou= [" ξκάα (8.12) 
或 


将 (3.3) 式 代入 逐 项 积分 ， 除 了 1/ 4 项 外 ， 对 求 和 的 每 一 
项 引入 一 个 积分 常数 ， 一 ln( 一 思 ), 这 等 价 于 取 0 为 积分 的 下 限 ， 
由 此 得 


Γτάι-Ίη ἡ ολα. τη }ε-δ- ε.α] (3.13) 
Ω 


为 了 判断 该 级 数 的 收敛 性 ， 在 2 平面 上 取 域 尺 ， 使 xj<Q， 
以 及 只 Πω“ 一 ID>9，Q 和 9 是 选择 的 大 数 和 小 数 。 
对 于 所 有 ww 〈 仅 是 只 的 有 限 数目 的 元 ) {Β|ω|520, 则 可 将 ln(1 一 
4 /出 ) 用 级 数 表示 ， 得 


u u 于 1 
μα σττω » ΝΕΩΝ Σπ 
入 二 


η μ --"μ 六 1 Ν᾽ -8 门 3 
十 wy + ;ωξ  ωἳ Σπ! τ]---) ο... 
` 这 表明 (3.13) ΑΚΗΣ [ΒΡΕ ου ἠ 18 ΠΠ πε 的 下 降 ， 
因此 该 级 数 在 忆 域 内 是 绝对 而 均一 收敛 的 。 同 时 考虑 (3.12) 式 和 
(9.19) 式 可 以 得 到 o4 的 定义 式 


Ou= 4 Ti 1 στα )exp (5---η) (3.14) 


式 中 II 表示 在 Q 中 对 w 寺 0 的 所 有 巴 求 积 。 这 个 无 穷 乘积 的 收 
敛 性 与 无 穷 级 数 (9.19) 式 的 收敛 性 是 一 致 的 。 由 (3.14) 式 可 
以 看 出 σι 在 全 4 平面 上 是 解析 的 ， 包 括 格 阵 点 名 。' 这 里 格 阵 点 


u 
Ὄω 
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4 二 不 是 函数 的 极点 而 是 函数 仅 有 的 零点 。 因 此 σι 7: ΒΕ ΤΕΕ 
函数 而 是 整 函数 。 当 4 = 0 时，(3.14) 式 中 除了 4 本 身 外 所 有 
因子 均等 于 1 ， 因 此 有 


lim πῃ 1 (3.15) 


"--ᾱ 
σι 是 一 个 奇 函 数 ， 因 为 用 一 2 代 蔡 42 时， 只 改变 了 (3.14) 
式 中 每 对 元 素 土 的 因 了 于 ， 而 每 对 因子 的 乘积 并 未 改变 ， 总 的 乘 
积 也 未 变 。 但 留 下 的 因子 4 却 改 变 了 符号 。 
σα 的 齐 次 关系 式 是 


o (Mui2MOQ)=M"'o( ul20) (3.16) 


很 易 得 到 σι 的 级 数 式 。 因 为 ou 是 整 函数 ， 又 是 奇 函数 ， 改 
(ΚΘ 
ση οι -- οὐ. -|- ορ” }- ----». 
代入 (5.12) Ἀ ξωςσ'α/σα, 3Η (3.4) ἘΠ, 80ι, σε[ῆ. 
的 关系 式 得 


3 


ys 


Ou ο πι 
ο η (9.11) 
Η (3.12) ΠΕ} (0.6) 式 得 
4 ln στὰ) -ξζ(ι-λω)--ξι--9ῃ 
求 积分 得 
α-5(1Ἔλω} μη 


σι 
或 
o(u+20)=Me’™"ogy 
MM 为 积分 常数 。 令 4 一 一 口 ， 考 虑 到 σι ΕΠ ΠΕΝ 
σ(ω)--- Μσίωλε"" 


M= i" 
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从 而 得 
o(u+20)=—e""Yo(y) \ 
ΕΒΕ σ(. --24))-- ~ Ng (wy) 
如 将 《3.18) 式 第 二 式 的 4 换 成 4 十 2w， 并 利用 第 一 式 得 
o (ui+20+20 )=e" Ht +t) og ( μ ) 

利用 (3.7) 式 得 

o(Uu+20+20)=—e "ug (gy) (3.19) 

我 们 定义 下 列 三 个 辅助 西格玛 函数 

-ke ( # -Γ-ῶς) ---- θε" σα 一 oh) (3.20) 


(3.18) 


σιι--ε 


σ(ῶκ) σ (Οκ) 
Ε--1, 2. 3 
上 式 的 等 号 左右 二 种 表示 式 是 等 价 的 ， 这 是 因为 
6 (4 十 ok) ος -.β.ῆκ' 
σ(:--ων) 


由 于 将 4 改变 成 一 和 时， 造成 由 一 个 表示 式 改 变 成 另 一 个 ， 可 见 
σι 是 偶 琢 数 。 而 at( 0 ) 一 1， 并 且 2 τως, "Ἴων 是 函数 的 
σι( W200) = --εἶ αι gy (4.21) 
aa( -δῶι)--ε»''' "σκι (jk) (5.22) 
类 似 函 数 ξι, 1 σι 得 到 具有 周期 的 函数 。 首 先 定义 
ἘΝ 
σι- ει 2 ou 
该 函数 显然 满足 
-ᾱ- ἵπσ.ἠ--ζ.," 
当 C 一 一 人 hi/o， 时 ， 定义 
σ"ή--ε")/3λγ55/΄1σῃ (3.23) 


满足 


ἆ ο ταν µω σα 
ταν lno = C4, ln 一 1 


η le ! 
ο ου "νη ga 
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σ"ί-- HU)= -Oy (3.24) 
函数 ou 在 整个 4 平面 上 是 解析 的 ， 且 与 ou 有 相同 的 零点 。 若 
o --πιοι{-πῶ,, Ἡ π-πιηι -πΏ,, 则 
σ"(υ ἠ-2πιω|1-2πῶν)-Ξ(-- 1 πρ "ei Or 
-(--1 )™ "e/g (3.25) 
可 见 当 # = 0 时，4®, 是 ou 的 一 个 周期 。 对 于 ox4， 用 相似 的 
过 程 得 
σχί ἡ Γ2ω, 22) = YOR (3.26) 
式 中 0? 与 c 对 应 ， 而 其 余 σἳ Ίο, Αι, ἂν ἂν ο, ορ 
ον σὲ 分 别 等 于 (一 1)™”, (一 1)", οσα) 1. 


53.8. ΞΗΡΗ ή Eu 


由 惑 让 德 第 二 种 椭圆 积 分 可 以 引入 雅 各 比 伪 椭圆 哨 数 Fu。 
在 第 一 章 中 ， 在 求 棋 圆 弧 长 时 曾 得 到 勒 让 德 第 二 种 椭圆 积分 


_{ (1 -ἐ} 25) 1 --μ1 2” 
[ντος “ΙΝ --]γ 1 --ᾱ) dz 


r πο--γοςο- ες 
-) ν΄ 1 一 hzsinz dp (4.27) 


z=sn(u, kh), 1—hkz=dn’(u, Ek 
ἀξ--σπία, kh)dn(Cu, Κάιν (1-2 1 --μ723) du 
代入 (3.27) 式 得 
S = [ἀπ ιάν (3.28) 


由 图 2.4 可 以 看 出 dn*4 二 一 cs*( 4 十 iK )， 同 时 考虑 到 (2.538) 
式 及 (2.41) Για), Β 

ἀπὲ ----οο( Εκ = Fu +iK’ ?20,)+e, 
0 是 生成 元 为 KK 各 iK' Παρ, δ 因为 20。 是 规 一 化 格 阵 ， 所 以 
6, -6ις 1, ὁν-- ΕΜ", ει--έι αν, ΡΕ ει Γεν Ἔυι 0. 4 
此 得 


i 
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el 一 3-(2 —R*) 
因此 
S=t(y ΕΚ ρω) + 3( 2 —h)ute 


ο 是 积分 常数 ， 取 决 于 椭圆 弧 长 的 起 始点 。 取 = = 0 ， 则 我 们 可 
定义 雅 各 比 函 数 Εν 


“® μ 
Eu= E(u, |) | ο΄ 1 一 Rsinzpp αφ-- | Cand 


= E(u +iK’ 2Q) N20)+ (2 -8) 1 (3.29) 


由 此 式 可 见 Bz 不 是 椭圆 了 沙 数 。 现 在 来 考虑 在 格 阵 28, 上 ， 当 #4 
产生 2 天 及 2 天 增 量 时 函数 的 变化 。 一 方面 "由 《3.6) 式 及 
(3.29) 式 得 

E(u +2K)— E(u)=t(u +2K +tiK’) 


-ξ(α ΕΚ’) Ε -ᾱ- (2--4Λ)Κ--Στι -ᾱ--ί 2 --ΕΛ)Κ 
Ε(.-ἰΚ')-Ε(α)-ξ(ι-8ιΚ’})--ξ(α- ΕΚ” 
上 十- (2 一 刀 ) 开 一 2 二 (2 αλ’ (3.30) 
另 一 方面 由 定义 式 得 
E(u +2K)= |, ἀπ μάς ， Ν απ πάω 


2 天 
+| κι daudu 
2K 


第 一 个 积分 为 
- 天 Κ ， 
| K qnmdut [ή d', μαι -- [ [ἀπ 4 -ἁπ(2Κ -- α)1άν 
Δ “ΗΚ J 0 


Kk 
=2 | » dn‘udu=2 ECK)=2E 


得 
EC(C2K)=2E(K)=2E (3.31) 
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ΕΤΚΕ(Κ) 是 第 二 种 全 策 圆 积分 


Κ Γ---. 
E=E(K)= ) ἁππάα-- ] μα... 


- ΠΣ / 1. δῆ dz (3.32) 
第 二 个 积分 为 
1 ' dn2(2 +2K)du= { ， ἀπ) μάμ-- Ε (1) 
因此 得 
E(ut+2K)—E(u)=2E (3.33) 
同 理 得 
E(u tiK’)—E(u)=E(CIK’) (3.34) 


为 了 求 得 (2iK')， 先 来 求 EGw)=E(is， 避 )。 在 (9.29) 
式 中 用 iw 替代 4 得 

Eliu, Ελ) Γ᾽ ἁπ (απ, ph)du= 1 Γ᾽ ἁο ία, Ek’)du 
式 中 运用 了 等 式 dn(is，&)=dcC(4，k&’)， 这 在 第 七 章 中 将 要 
给 予 证 明 。 

Β (2.43) 式 得 

utdnuscn) 
=1—Riscu snl :cn uidnu -ἠς ἡ ης ἃ 


=] 一 Resn*4W 十 dn gn? #4 二 dc? 4 
οπ 14 


即 dou 一 人 (utdnuscu)—dn’u 
代入 上 面积 分 式 得 
Εν β)-ίω- idnC(4, k’)'sc(u, β’)-ιδ(α, β/) 


. (3.35) 
将 (9.31) 式 中 的 用 Κ’ ἘΩ͂ 
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ΕΩΚ’, Κ')-9Ε’ 
在 (3.35) 式 中 令 4 一 2 天 /得 

EGCQiK’, β)--2(Κ’-Ε’}ὶ (3.36) 

代入 6.34) 得 
Ε(η-21Κ’}-Εί(ε)--.2ώ(Κ’--Ε’}γ (8. 37) 
(35.83) 式 和 (3.37) 式 表明 Ew 不 是 周期 性 函数 。 由 该 二 式 

和 《3.30) 式 得 


2Ε -2ηι!}---{ 2-2 Κ 


2Κ’ --Ε’) =2,+ (2 —Rk)K’i (3.38) 
将 该 式 代 入 勒 让 德 - 卫 尔 斯 特 拉 斯 关系 式 T,K i 一 71,K --πὶ/ 2 ,得 
KE’+K’E—KK!’ = (3. 39) 


这 个 结果 称 之 为 勒 让 德 关 系 式 ， 它 把 第 一 和 第 二 种 全 椭圆 积分 连 
系 在 一 起 。 

类 似 第 一 种 全 椭圆 积分 ， 第 二 种 全 椭圆 积分 亦 可 展 成 & 的 
级 数 ， 为 此 对 (1 一 Asin 中 ) 用 二 项 式 定律 展开 ， 在 0 到 /2 
上 进行 逐 项 积分 ， 得 


ο απ Εν 1. 13 νι 1915 ιο 
Επ {1 2 
1232527 | 
- μα (3.40) 


这 个 级 数 同 理 在 | η] 1 时 为 绝对 和 均一 收敛 。 


58.4 西 他 (Theta) 函数 


西 他 函数 具有 一 个 实数 周期 ， 而 且 可 以 表示 为 收敛 很 快 的 级 
数 式 。 这 里 将 要 介绍 几 种 西 他 函数 的 基本 表示 式 ， 包 括 级 数 式 和 
无 穷 乘积 式 。 给 出 函数 的 若干 基本 性 质 ， 包 括 函 数 的 零点 ， 在 特 
殊 点 上 函数 值 ， 函 数 的 周期 性 ， 微 分 方程 ， 各 函数 间 的 关系 等 。 
至 于 西 他 函数 与 其 他 椭圆 函数 问 的 关系 ， 将 在 以 后 章节 中 研究 。 
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58.4.1 一 般 西 他 函数 


对 于 周期 为 2% 和 2@' {π5 | δι κ (1), ΒΗ Ζω κ 
自 变量 nn， 得 到 自 变 最 v 即 


" wD/ 


- (3.41) 


υ------,. τς 

207 外 
ΙΙ (ο /τ) 的 二 个 周期 是 1 和 Tt， 仍 设 1, (τὴ 560. 
(υ, τ) 可 以 构造 出 收 钙 很 快 的 西 他 函数 。 例 如 基本 西 亿 函数 
之 一 可 以 表示 为 下 形 无 穷 级 数 


ϑι(ο)-ϑι(υ/τ)- 》 exp{(szr 十 200)ri) (3.43) 
这 是 "， 工 的 函数 。 若 令 
ᾳ 一 er (3. 43) 


ΤΙ. (τ) >0， 故 !9! 1， 使 得 上 列 级 数 对 于 任意 有 限 的 
υ 为 绝对 收敛 。 可 将 8. (υ) 写成 三 角 函 数 式 
ϑιί υ }-- 1 -- 2 {ᾳεος2πυ -- gicos4ny 十 gacos6TO 十 …] 
δι (ο) 是 v ΜΙΑ π., ΕΜΜ Ν1Ι, Β 
ϑιυ-Ἴ-1)-ϑι(υ) (3.44) 
当 z 的 增 晤 是 Tt 时 得 


οο 


διίυ--τ)-εχρί-(τ--2υ)πί] 了》 exp {CC(m+ 1 }τ 


11 --- ος 


+ (2m+ 1} 0 πῃ -οχρί-(τ-2υ)π] Δ) 


εχρ{(π᾽τ-- 2n0 ) Ti} 
即 . 
ϑι(υ ἡ- τ) Ξθχρί--(τ 2υ)πΏ.δ (0) (3.45) 
这 表明 δε (0) 不 是 双 周 期 函数 (当然 不 是 椭圆 函数 )。 但 可 以 
由 该 通 数 得 到 一 个 请 图 函数 。 对 上 式 二 边 取 对 数 ， 并 在 二 边 对 v 
Στα 


53 


φίο)- ,lnds( ο) 


并 有 
φίυ -1)-Φ(υ), Pl(v+ tT)= (5) 
函数 中 是 以 1 各 + 为 双 周 期 的 漳 数 。 该 函数 具有 二 阶 极点 。 因 为 
函数 ὃ. (0) 为 具有 零点 的 整 函数 ， 它 的 对 数 的 导数 仅 有 奇 点 
为 一 阶 极点 ， 该 极点 对 应 δι (ο) ΜΕ Κι. ἡ (0) 的 仅 有 
奇 点 是 二 阶 极 点 ， 即 PF (0) 是 椭圆 函数 。 
西 他 函数 的 一 般 表 未 式 为 


ϑωίυ]τ)- 5 exp{( " + 于 ) ταὶ 


ος + a γο----}-δ.)) 
ο... 
式 中 6， 日 为 二 个 实数 。 当 6 = 0，6 = 0 时 , 立即 得 到 8s( v2 )。 
当 |9 之 1 (对 应 7 (τ) 0841), 函数 在 "的 全 平面 上 是 解 
析 的 ， 而 "的 虚 部 满足 (24 十 ca). 1。(o) > 盖 0 时 ， 级 数 为 绝对 
μ, 
由 于 (3.46) 式 的 级 数 中 同时 出 现 土 1% 的 项 对 ， 因 此 公 项 为 
具有 下 列 对 庇 式 


α v -il 
){ 2 ο) (3. 46) 


的 二 级 数 相等 。 由 此 得 | 
διωαυ(-- υἱτ)διίυιτ) (3.41) 
ϑ-ο-ν(ύ[τ)-ϑιί--υἱτ) 
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如 果 α 是 整数 ， 只 改变 函数 符号 不 改变 其 奇偶 性 ， 如 果 b 是 整数 
时 则 级 数 的 第 # 项 乘 以 因子 er" =e-“"， 如 果 a,b 二 者 均 
是 整数 ， 则 有 
δω ο τὶτ(- 1) δωυ τὸ) (3.48) 

Πα, ὃ ΛΕΧΝ, ΒΦΟΗ υ μη 41 [ιρεπιϑι ΤΕ ΠῚ οὐ Εξ. 
数 或 奇数 。 

下 面 分 别 研究 当 参 数 e ， ὁ 和 变量 x 中 某 一 个 有 增 量 时 函数 
的 变化 。 对 于 任意 实数 hk， ΙΒ 


、 φ /. ,1 1 -- 
Bons Ὁ } = 2 xp 并 ἴ ΠΠ ᾳ 十 7 |) Ti 


ΡΝ .. 1 \ 1 1 
= λ «χρῇ η 十 - α) τπὶ 
π---οο 
Ν 1 ( ͵..... 1 ja  ， 
+2ri( n+ 9 αν 4 2 lt 2 5 )+ 12TT 
. 1 
tini (v6 | 
LY a(o-- lb 
τος 2 ) ε ( 2 ) νυν γα) (9.49) 


- 1 .- 
δω (ο) δ) oxp{( "+o 4 ) τση 
Ῥ 


Ελα + αχ» δε} εκ) 
Ld +_ α πε 
-.. Ὁ 十 3 Rk )-εί 2 ϑαί Ὁ) (3.50) 
ϑιωμκοῦί Ὁ }--ϑιι( Ὁ) (9.51) 


因为 级 数 中 第 * 项 变 为 中 十 由 项 时 , 不 改变 和 式 。 当 及 一 21m 时 得 


που ο ( 2 ) 一 μα dasl υ υ) (3 。 52) 
也 时 若 α 也 了 整数 时 得 
foal Ὁ ), α 一 侦 整 数 
batam Ὁ )= (3.53) 
(-1)᾽ϑαίυ), α- δᾶι 


在 3.49) 式 中 用 0 十 -3 一角 营 代 v， 并 考虑 到 (3.50) 式 得 
βαν 和 CT] 


- ἐπί [ο -一 一 κ 
--ᾳ Ες τ κ 2 - 5) μ-- (3.54) 
当 k 和 1 分 别 是 偶 整 数 2m 和 2η 时 
-ῥηπι v+m-_l. 
faf Vv+m+nt]=g"e 7 ( 2 5) 
᾿ =q "ee mn υ ) 
如 果 a 65 也 是 整数 ， 则 简化 为 
θωί VF πι --ητ]-Ξ(-- 1)” "tig" eg v ) 3.55) 
由 该 式 很 易 得 到 有 周期 (1 或 2) 增 量 时 的 信 。 分 别 令 
(πι, π) 为 (1，0) Ί (ο, 1) 时 得 
ϑωί υ-- 1 1ξέ- 1) δι (ο) 


σον 0b-2m) ( v ) 


dal vt tT)—(— 1)g'e ”gs v) (3.56) 


在 (3.54) 式 中 , 令 (R，1) = (1，0) (0, 1). 
1，1)， 可 以 得 到 半 周 期 处 的 函数 值 


ή 2 十 - ο -- Ὁ) 


1 | -bm 
4 2 十 -2 -. e™e? tons) 


1 1 
μυς + τ) 


μμ μα, ΤΣ (ὃ - 17πὶ 
一 4 6 6 δακυο-υ(ὁ) 


(9.57) 
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$ 3.4.2 四 个 西 他 函数 


西 他 函数 是 由 雅 各 比 定义 的 ， 最 初 他 在 1829 年 引入 西 他 ΠΒ 
数 @ (1) ΠΗ͂ (1), ΠΆΕΙ ΑΛ 2Κ, 2ἱΚ’ 


4 ἲ-- [2” D2 naul/k — -- ( πα ) 
Θί - δ”. 1 —2gcos( -xe 
十 204 2πι ρ ἅπι \ 
σ΄ cos( -ie— )—29° cos et (3.58) 
oo 112 1 
_ I CD Ο.----- 


一 298/4 sin (3 )+ 2g25/4 sin( }-» (4.59) 


-..Κ' 
式 中 4 =e ΚΚ. “ΚΙ 


Θ{ ΤΠ -Κ) 二 7) ο” οκ (3. 60) 
55 π --1. Ξ .. 1 -- nur 

Hl(u+K)= 2) 人 (3.61) 
后 来 雅 各 比 看 到 用 v = /2K 作为 变量 的 优越 性 ， 即 令 

Ό 一 区 --ᾱ -περατί 

σοκ» τε κ.» ᾳ --θ 
[συ τΠΙΘΠΠΗΠΙΙΞἊ 

日 (2 ) 一 λ (— 1 γ΄" es 一 1 一 29cos 2πυ 

--20"οο54πυ--2ᾳθσοβ6πο 十 … (3.65) 

Η(η)--- Σ i(—1 ο... 


20" Ίππο ---24'' ‘sin370 ἠ-2}"΄“εἰηδπυ---... (9.66) 
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@(u+K)= > απο (3.64) 
Ἡ(α ΓΚ) Ὁ gem De (3.65) 
这 样 就 得 到 了 四 个 西 他 函数 


ϑ(υ)-Θία), ϑιζυ)ΞΗ(α) 
(ο) Ην ΓΚ), ϑιίυ})-Θί(αν ΓΚ) 


这 四 个 函数 分 别 对 应 (3.6) 式 中 (α, ϐ) 到 (ο, τ), 
(1，1)，(1，0),，(0，9) 时 的 值 ， 即 


ϑίυ)-ϑειίυ), διίυ)-ϑι(υ) 
ϑι(ν)--ϑιεί 8), δι(υ )Ξ δω 9) 


具有 特征 参量 se， 的 一 般 西 他 函数 的 理论 是 哈 米 特 〈Hermite) 
继 雅 各 比 之 后 于 1858 年 引入 的 。 莱 瑞 尔 (Neville》 则 用 了 下 标 
4，s，5c，d， 来 表示 这 四 种 函数 。 现 将 这 几 种 表示 法 同时 写 
出 ， 注 意 到 | 


oo 


Σ Εμ Σ @ αλευεί 
则 有 
ϑιίσ)-Η(ἠ)-ϑιι(υ)-ϑι(υ) 
co ἘΝ: 
一 λ i (— 1)"g (: --ᾱ) ε ἄ”-1). 


η = 一 co 


CS π-α.1 γ᾽ 
-- 9 λ (_ 1a 2 ) Sin(28 十 1)πυ 
n=0 


一 29: sinrr 一 26 ‘sin3mv 十 2925/4sin5fz 一 ο 
(9.66) 
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δι(υ)-Η(η--Κ)-ϑι(υ)--ϑι(υ) 


一 》 ( ; } 如 Wt 
2#- i 
— ， 9 3 el! 1)πο 


> (» σα 
一 2 ᾳ 2 ροβίδη-- 1 πο 


πΞ ϱ 


一 2g ooszro ἠ- 2ᾳϑ//ροβ3πυ + 2ᾳ35/ορ8δπυ + (3.67) 


ϑείυ)--Θί(η-Κ)-ϑωίυ)-ϑι(υ) 


vo 65 
- Σ η") εδ -1-9 λ ο” οοβ2ηπυ 
n=1 


π 二 -οὉ 
一 1 --2φςοβ2πυ -- 2η΄οοβ4πυ 十 20 ορβθπῦ ἠ- ''.... (3.68) 
ϑ.(υ)-ὩΘ(η)-ϑοαιί(υλ--9ϑ.(υ) 


一 > (— 1)"g"e”"“—=1+2 Σ (-- 1 γ΄9”οοβ2ηπυ 
n= 


Nn-00 
Ξ 1 --δᾳεοξδπυ -- 26 οαβάπο 一 2ᾳσοβθπὺ 十 ee {3.69) 


由 于 第 一 通 数 展开 式 仅 包含 正弦 函数 项 级 数 ， 而 其 余 三 个 为 余弦 
函数 项 级 数 ， 因 此 ὃν 是 v 的 奇 通 数 ， 而 其 余 三 个 则 是 "的 偶 


函数 。 
根据 (3.55) 式 可 以 得 到 各 函数 的 变换 公式 
ϑιίυ επι γπτ) σοκ "eH 0) (3.70) 


k=1, 3, 3, 4 
Ci 一 (一 1 0 一 (一 1) ”cs 一 (一 1) οἱ--1 
由 此 得 
δυο. 1)-θδι (ο) δι(ο-τ)--ᾳ et(0) 
ϑιίυ:-1)--ϑι(υ) δι(ν Γτ)-σεἣ.δ.(ν) 
ϑιίυ-1)-ϑι(υ) ϑιίυ “-τ)-οε7""β.(υ) 
ϑ(υ:1-1}-ϑι(υ) ϑι(υ -τ)--ο!ο'α,(υ) 

(8.71) 


i st es 
πα ου ο ον ο ei μυ... 


Sh με, FE ei τι. . 
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可 见 西 他 函数 不 是 双 周 期 函数 ， 可 将 其 称 作 拟 二 重 周期 函 Δ. Ἢ 
们 均 是 > 的 整 函数 。 
由 (3.57) 式 和 (3.66) 一 (3.69) 式 得 


8 人 ( 7 十 5 |- ϑοί υ) do 二 -ee 人 ο) 
1 


ο ο οσο”. 
δζο- ; }-8ι(ο) ΠΕ Σ-)τα"“« ϑιίυ) 
1 | τ . - vi 
δίνη 2 --ϑιίυ) πο ε΄} -ἰᾳ'''ε""ϑι(υλ! 
(3.73 Α) 
或 
πο 1 1 
一 QU4e νο 十 - 于- 十 5 )-ad + 
, ; 1 τ 1 
一 1/4.οπσέ --. 一 -- 
iqg'/*e δυο α-σ-) (ον) 
01(0) = iq/o™ Bo + 二 
lApnv 1 τ |-- ( 5) 
ισ/ε ΤΟ, 9 十 2 8; υ το 
- 4 υπο 1 τ = ( --) 
ρε 4( + 于 + δή στο 
(3.728) 


由 (3.66) 式 知 原点 是 4 的 零点 ， 再 由 (3.71) 式 的 第 一 式 
用 递 推 法 知 
v=m+tnrt 


是 ὃν 的 零点 ， 即 以 1 和 + 为 生成 元 的 格 阵 点 是 ϑι 的 零点 。 其 它 


iit ei 
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三 个 函数 的 零点 可 由 (3.72B) 式 推出 。 例 如 求 ts 的 零点 可 根 据 
ΤΑ 


2 2 
由 此 得 8. 的 零点 
一 .. ... 
ν-(π- 5 )+(n 2 )τ 
今 将 四 个 函数 的 零点 列表 如 下 
δι, di0= mm + nt 
δει 由; 一 πι 二 RT 十 -- 
1 τ (3.73) 
δει $0 三 区 十 8T 十 2 十 -7 
δα ϑιο-- πι tart 


这 里 所 示 的 零点 是 各 函数 唯一 的 一 阶 零 点。 可 用 4 为 例证 明 
如 下 

”到 6 为 以 96，06 十 1，06 十 1 十 +，v0 十 + 为 顶点 的 平行 四 
边 形 ， 该 四 边 形 不 经 过 # 的 零点 ， 则 ϑι 在 c 内 的 零点 个 数 为 


1 (0) 
αμ ευ αν 


Βλ ϑιίυ) 在 "平面 的 有 限 部 分 上 为 正则 函数 。 另 一 方面 


(C0) w+1 (vv) vot1l+TH(v) 
Γ. Co) 2... κ dot [ος παλιά 


ον δί(υ) ϑ1(υ) 
--- πω ἄν "+ ， C0) ολα 


τα η {σεν 


ο σσ. 


Β! (9.71) 式 知 


vo 
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ἱπθι(ο -- 1)ξἰπό(ν)-ΕΡ, 
[πδιίυ -τ)-]πϑιίυ)- οπυίγο 
了 ，Q 是 与 v 无 关 的 常数 ， 进 一 步 得 
(v0 二 + 1) ο, 
δι(υγ1)  ϑιίυ) 
ϑι΄ (2 十 T) ο δι Ὃν 


βίον τὸ) δι) δν 
因此 上 述 第 二 项 积分 等 于 0 ， 故 得 
Γ, νον ΜΕΝ ) αυ-- οπί 
这 表明 9 (0) 在 2 内 仅 有 一 个 一 阶 零 点 。 
四 个 西 他 函数 在 周期 和 半 周 期 上 的 值 为 ， 
(1) (2) 
Ὁ 一 ΠΕ Γπτ, mm 十 ar 十 一 
ϑιίυ)-- 0 ， (一 1)"G 8, 
ϑ.(υ}-- (-1) "δι, 0 
ϑείυ)- ᾳ δι, (一 1 Τσ” δι 
ϑ.ιίυ}- (- 1 γ ο" ὃς, gq" δι 
(8) (4) 
Ὁ 一 τη tat 二 一 Ἔχ 十 KT 十 Σ 


(n+ LY (nr 

#1(5)= (— 1)”ς ( 2 ) δω (一 1) ”9 ( 2 ) δι 
ΝΠ (r+) 

δν) (— 1)" ig ( ? ΠΣ (— 1)"g ( “2 ) 3， 


ον 


ϑιίυ)- ο, ) 
(.»-]- ? 
2’ δι, 


ϑ.ίυ}- ᾽ σ΄ 
(3.74) 


83.4.3 西 他 函数 的 微分 方程 
对 一 般 西 他 函数 3. 46) 式 ， 若 对 v 求 偏 导数 ， 其 结果 是 使 


ee 
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级 数 的 第 ”项 乘 上 因子 πὶ (1 十 4 /2)。 再 求 一 次 偏 导 数 ， 又 

乘 上 一 个 相同 的 因子 。 如 该 式 对 工 求 偏 导 数 ， 则 第 7 项 乘 上 关子 

πτ (2 十 /2) 显然 不 影响 该 级 数 的 收敛 性 。 因 此 对 于 和 任 意 

西 他 函数 ， 特 别 是 9,, ϑι, ὃν ὃν 满足 下 列 微分 方程 

κα. σα. Ε- 1,32,3, 4 (3.5Τ) 
在 证 明 另 一 重要 微分 方程 之 前 ， 先 考察 当 v 一 0 时 1 (0) 
ϑι’-ϑγ(0)- Jim 全 人 


a n+ yy 
一 2 》) (一 1)"(22 十 1)9 ο) 


55 n+ ΄ 
ϑο--ϑιί0)}-2 ὰ οί 2 ) 
πΞ 


(9.76) 
πο πω Ἡ δὴ ο" 
1 = 1 
πο 1. 1)"g” 
ης 1 
下 面 来 证 明 下 列 微分 方程 式 
ϑι΄ --πῇ;θϑοὔ. (3.77) 
先 研 究 下 列 函 数 。”- 
fo0)= ho) dv) dC 0) 0) 


δ, (20) 

该 式 的 分 子 分 母 在 v Εις ΤΗ ΓΑΙΑ, ΤΠΕ αν ， 为 周期 

的 格 阵 点 和 半 格 阵 点 是 函数 的 简单 零点 。 由 3.70) 式 可 以 看 出 
变量 由 0 一 0 十 nm 十 nT 了 时 ， 其 分 子 应 乘 上 因子 ο πᾶ 

分 母 也 乘 以 相同 的 因子 ， 因 此 (ο) 的 值 不 变 。 这 表明 f (0) 
是 双 周期 函数 。 但 由 于 f (ο) 没有 极点 ， 因 此 它 应 等 于 一 个 党 

数 。 为 了 求 得 这 个 常数 值 ， 令 v = 0 ， 并 考虑 到 
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得 常数 值 (0) = -ats8,， 因 此 


1 δι(20) -ϑ,(υ)ϑε(υ)ἠ,(τ) 
2 ϑι(υ) ϑοϑοϑ, 


ἘΡΡΕΕΕΙΚΈΗΆΝ 


(9.78) 


ΠΝ -ϑι(ο)δυΐΗ-.'. 


-( 1 + (0 ) 二 


2 Ya 十 一 ε΄ ϑ1(0γοΐἠ-.» 291 


(να ρ)-υ .-- + 


28α 
(1 十 Πρ Ὅλη» 0) 


令 上 式 第 二 个 等 号 二 边 的 ” 系数 相等 ， 得 


410} 82(0) , 8:60) ν 8160) 
να ΠΣ; 全 6.19) 


对 微分 方程 (3.75)， 令 = 1， 对 "再 求 一 次 偏 导数 并 令 
?二 0 得 


将 上 交代 入 (3.79) 式 得 
1 ο τι δν , 1 98. 1. δῦ, 


1 ὅτ 8, ὁτ δε  ὃτ ὃ,  ὃτ 
求 积 分 得 
= Cc ϑ;ϑιϑι 
常数 c 与，94 无关。 当 9 一 0 时 ， 由 (3.76》 式 得 
必 : 一 必 一 1 


ΙΤ πα 
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上 式 考 虑 到 ὃς 与 9, 级 数 的 第 一 项 均 是 9 “。 将 此 结果 代入 上 面 
8155, ο--π, ΠΠ. (3.77) 式 成 立 。 
最 后 证 明 又 一 个 微分 方程 


qd (Hv0) Ἰ rn ϑι(υ)ϑι(υ) 
dy [ πολ. 85(υ) (5.80) 
为 此 研究 函数 


' C0) Φϑί(υ). 
{ (2) (ο) Τ8, (ο) 


由 (3.71)，(3.73) 式 可 以 看 出 f (υ) 是 以 1 和 ft 为 双 周 期 的 
函数 ， 其 极点 为 0 = 一 0 和 一 t+/2， 而 零点 为 '/s 和 (一 1 一 
T)/2。 男 一 方面 1 (v ) 可 以 表 成 下 式 
1 1 τ 
ο Σ;) 


.. ΠΣΕ ασ) 


2 
ο ϑι(υ}ϑα(υ) 
ΠΣΧΦΣΧΕΣ 


因为 lim υ[(υ)--1, Ελ ἰοπ- ιδ. / (9.89) πδὰ 所 以 有 
0 ---0 


ϑ,(υ)ϑι(υ)-ἠ,(υ)ϑ;,(υ)-πϑῖϑιί υ }ϑεί Ὁ) 
ΠΗ Π| 8 81 (υὐ, ΥΓΒΠΊΒ (3.80) 式 。 


88.4.4 西 他 函数 的 平方 关系 式 


由 (3.70) 式 得 
δυ πι Γπτ) τς ο ή υ} 
ἔτι. 2. 3. 4 
ΕΣΙ ΠΕ ΥΣ ΣΗ ἘΠΕ Θ8 Ἀν, 其 周期 为 1 和 7 .其 


二 阶 零点 和 极点 分 别 是 分 子 和 分 母 函数 的 零 点 ， 即 一 0，1/2 
(1 二 zz)》/2，r/2 分 别 是 相应 比值 函数 的 零点 或 极点 。 若 用 
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ἐν 1, 1 表示 上 述 四 个 函数 中 的 任意 三 个 ， 则 选择 二 个 的 线性 
组 合 与 第 三 个 之 比 有 可 能 等 于 常数 ， 即 

48(υ}ΕΒϑ(υ} 。 
ΠΕ, 
因为 可 以 任 选 常数 4， 且 使 分 子 分 母 的 零点 消去 一 个 ， 而 使 商 函 


数 是 最 多 只 有 一 个 极点 的 椭圆 函数 ， 它 只 能 是 一 个 常数 。 四 个 平 
方 函 数 中 三 个 的 组 合共 有 四 个 ， 可 以 写成 下 列 关系 式 : 


ο BB ο D, #2( 2) 0 
A, ο ο, Ὁ, ϑ1ί( υ) 0 
A, Β. 0 了. 8(υ) | | ο 
4, Β, ς, ο ϑί(υ) 0 


依次 将 = 0，1/2，T /2 代入 上 式 ， 并 用 (3.74) 式 得 
v= 0 9 Ο.δ11,41--.Β.,811-Πι85-.8116,ϑ81--0 


ὑ--]-, 914 Ώ8”- Αθ} Dd A0+ C= 0 


υ---, Βιφ!ΕΟἠ5---Αγϑ}ηΟυδ}---αιφ]η-δι]ὲ--ϱο 


2 
由 此 可 以 得 到 关于 函数 平方 的 下 列 窍 阵 
0 一 人 和 一 人 ϑ1(υ) 0 
85 0 81 一 名 ϑ1(υ) 0 
-β- 一人 ο 4 83(0) |; 0 [3:35 
δὲ 94 --97 0 ] 3:(v) 0 


由 于 8, ὃν δι 不 竺 于 0 ， 故 四 个 方程 中 的 任意 三 个 是 线性 独立 
的 。 上 列 系数 矩阵 是 反对 称 的 , 它 的 系数 行列 式 ΒΕ ὃν -- ὃς 3. 
根据 四 个 函数 有 非 零 解 的 条 件 立 即 得 ， 

人 一 站 :十 (3.82) 


另外 若 令 o = 0， 由 (3.81) 式 的 第 一 行 立 即 得 到 (3.82) 式 。 
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83.4.5 ΤΕΜ 
首先 建立 8. 的 无 穷 乘积 式 。 已 知 9 的 零点 
ὄνοπ πι Έπιτ-- mt --1}τ ο. 


σαι Έα --} ; 
μι επι (π- 1) 不 失 一 般 项 数 的 意义 。 现 在 考察 下 列 


因子 乘积 
( 1 — gle ) ( 1 — gq" 1ο τν) 一 1 一 g2”le-2r7 一 


2η 10219: 十 G2422 2 


ᾳ 
将 9 一 m+( 1 一 ; ΠΣ 考虑 到 e*"” =9”'， 则 上 式 等 于 
零 。 因 此 可 将 4,《v ) 写成 


#0)=G [| {{1-α}ογ(1 σεν} (3.83) 


π-1 
@ 是 一 个 与 无关 的 因子 。 为 了 证 明 这 个 性 质 ， 利 用 δι (ο) υ 
的 周期 性 质 。 当 v 变 为 v 十 1 时 ， (3.83) 式 的 右 方 乘积 不 变 。 
当 0 变 为 v 十 Y 时 ， 右 方 乘积 变 为 


Π (1 --οἳ ο (1 一 02n-3e -ακοίη 


= TT G1 -ee ge ge) ας ο) 


n=1 


一 一 grle- --κψὶ Π (1 -- gig ( 1 一 ga2n-le-ar 生 
n=1 
所 得 的 无 穷 乘 积 与 4,(v ) 的 相同 。 因 此 该 无 穷 对 积 与 hh (υ) 
的 比值 是 没有 奇 点 的 双 周 期 函数 ， 根 据 酉 图 函 数 定理 〈 无 奇 避 的 
双 周 期 函数 是 一 个 常数 )， 知 它 必 为 常数 ， 即 @ 与 " 无 关 。 
依次 将 v 换 成 0 十 1/2，v 十 T/2， vv 二 1/2 十 /2 得 
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#0)=G || (1+g” 0)( 1 +o9"!e"") (3.84) 
n=1 


Ce 


ϑιί Ό )= 2Gg™ ‘sinno Π ( 1 --ρ7"εὖ'"λ( 1 τας ο 11”) 


n= 1 


(3.85) - 


πο ο πα αρα ο. 
π5- 1 


(3.86) 
为 了 确定 G， 由 (3.83) 一 (3.86) 式 令 w = 08 
δις πας” Ti (1 一 这 人 
n=1 
= 2G9 [| C1+o”)? 
[ΠΗ 
δις [| (10 )ὴ 
n=1 
ὃς [| αἱ --ο 9! 
απ 1 
运用 关系 式 前 = 二 ,$94 得 
Κο ο ο ο νο ο 
人 = 1 f 1 


-ο: | ΓΕ 一 人 


n=1 


=G* ΤΠ (1 κα (1 a)/(1 --α 


π 5 1 

一 G: 
取 上 式 的 平方 根 ， 并 考虑 到 当 " = 一 0，9 一 0 时 ， 灿 一 1， 因 
此 有 
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ς-]](-ο 


n=1 
将 G 代 入 (3.83) -- (9.86) 式 ， 并 将 各 冬 式 中 二 个 因子 乘 开 贱 
得 四 个 函数 的 无 穷 乘 积 式 


ϑι(υ)--2ᾳ''"βἰππυ Π {{1 -ᾳ}(1 -24”'οο52πυ1-ᾳ΄"}} 
. (9. 87) 
ϑε(υ)--2α'/'σο5πυ TT {(1—g’")(1+2g"cos2rv+ gq”)} 
有 (3.88) 
ϑιίυ)- Π {(1 7} (1 1-27) οο52πυ-ᾳ'}} (3.89) 
n=1 
ϑφ.(υ}- Π {(1 --οἳ (1 --2ϕ7”Ιρρο2πυ!-(””}} (2.90) 
n=1 


而 8:, η δεν ϑ, 为 


9 -2πο’ Τ (1 --ο”"' (3.91) 


πΞ1 


2 TT {{1-α)(ι {9} (3.92) 


n=1 

1 一 ΕΠ {1 --αἵ (1 ες )3} (9.95) 
n=1 

$= TT {C1 -0 (1 一 9 人 3 (3.94) 
n=1 


$3.5 卫 尔 特 拉 斯 函数 与 上 函数 


首先 研究 卫 尔 斯 特 拉 斯 0 函数 与 上 函数 的 关系 。 和 将 (3.26) 
与 (3,70) 进行 比较 可 以 看 出 ， 当 4 一 4 十 三 二 上 时， 二 种 天 
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数 具 有 相同 的 乘积 因子 。 考 虑 到 这 两 种 函数 有 相同 的 零点 ， 因 
此 下 列 函 数 之 比 不 具有 极点 而 等 于 常数 c 


o"(u) f(s) 
(让 -- συ ὃ 20, ΝΗ 
on) σα) 

δίσα- = 9 δ 起- -Ce 


运用 (3.24) 式 ， 即 


o*( µ ) -- ϱ 1/21 /1σ( ΡΤ ) 


可 见 


σι( η) με 8, 


σ ( π ) 一 ε ο ἈπΜΆ/914, η 


1,83 m2 
σ,(η) -οιε "1 /tf 


σι( " ) 一 C Μι 
对 第 一 个 函数 式 的 两 边 求 导 ， 再 令 4 一 0 得 


2ῶι 


1 一 Ci 一 τω ϑι( 0), c= 


对 其 余 三 个 函数 式 ， 令 4 二 0 得 


ο- ll 0- 1 co 1 
ο δι (ο) ”  ϑι(ο)7 “ ϑι(ο) 
考虑 到 u = 4 /2o,， 最 后 得 a 与 函数 间 关 系 式 


ee ee 


{0 


201952 ο. 


(0 5 


o(u) τε... 也 ) 


ov(u)=2%e 


(3.95) 
o,(u) = δ). . 
3 


GCC) = emi 2 


8. 


其 次 研究 σι 与 8 (5》 间 关系 。 函 数 σα 与 σι 间 存 在 下 列 
关系 式 (με (5.30) 式 ) 


2 
Pl 一 [| k=1, 2, 8 (3.96) 
这 里 
= PD) DO WD, ,=D 一 一 和 一 @/ 
将 〈3.95) 式 代 入 上 式 得 
όφις ο τοις νο] (3.97) 


根据 (2 α)᾽-- 4(F4 一 21) (4 一 01) (Fu 一 es) 3Π (3.96) 式 得 


py σι(μ)σο.(1)σε( μὴ 7’ 
(4) 一 4 Καν a 
求 平方 根 ， 并 注意 
lim UF/U=—2 
HN>0 
得 
σ’α---- 2 μυ. (3.98) 
代入 (3.95) ΑΛ (5.7Τ) 式 得 
7 一 -下 一 二 ο. δν) ， 0 = 560- (3.99) 


(3.97) 式 和 《3.99) 式 是 用 西 他 函数 表示 Fs 和 .FP x。 也 可 
用 西 他 函数 表示 函数 了 在 格 阵 点 ὧν. 上 的 值 es。 


ΔΕ. 81 Ἕ-ῶι, υ 一 -2 以 及 R 一 1， 4 πω Γον 


?1 


ὅτ} ----, ἩΠ (3.7 人 ，(3.77)，(3.97) 式 得 
νε--θ, -- ἵ γ΄ do = Tt (3.100) 


ΑΗ -ᾱ, ἀ-ῶ, 0 一 -以 及 有 一 1， 4 二 Ds υ- 


αν 8 
Vee =i ον = (3.101) 
令 h=3，4 二 @1+%s, υ 3 + 以 及 有 一 2， 4 一 
De, Σ᾽ 18 
V oe ive me, = ὃν (9.105) 


将 (3.100), (8.101), (3.102) 式 平方 ， 并 两 两 相 加 或 相 减 , 并 
考虑 到 el 十 es 十 es= 0， 得 


12916, 一 TI 十 1 人 (4. 109) 
120jie, 一 zx2(1 一 1 人 (3. 104) 
12ω16. -:--π7(φἑ-- 84) (3.105). 


由 (2.10), (4.11) 式 ， 可 以 得 到 4 的 不 变量 9:， σοι 和 多 
项 式 判 别 式 A 用 西 他 函数 的 表示 式 。 因为 
-- 6 (eliey 十 eles 十 exes) 
Ξ(ει--ει)” Ε(6,--ἐι) + (es—e)’— 2 (e+e,+e)’ 


= ρ 
2 2 


iy 
4 93 


ΔΞ1θ(ει--έι) (ει --έφ) (ει -- ει} 


6E1656E3 一 


和 
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5- τας) 141-99 (3.106) 
Δ 一 κ κων. κ (3.108) 


最 后 研究 用 函数 表示 上 函数 。 由 (39.95) 式 


9η ο. 2 -ϑιίυ 0) --- 
EYE 


两 边 取 关 于 4 的 对 数 的 导数 ， 并 考虑 到 5 (xz)=o (Ca)/c(a) 
得 


d 1 δ(σ 
ξ(α)--α. μα Ἔ-]μ]αϑι(υ)-- 二 + 让 πολ 
(9.109) 


上 式 再 对 4 求 导 一 次 得 


(v) 
(ο) (5.110) 
δι (9) 在 原点 的 展开 式 是 

ϑιίυ)--ϑ)υ ο 53 十. 


HC 5) 二 六 十 + .ο» 


(0) 1. δ ο, 
"δι (0) ου Ν᾽ 2 十 


将 上 式 代 入 (3.110) 式 并 与 σι 的 展开 式 〈(2.5) 式 ) 比较 ， 再 
令 常数 项 等 于 零 ， 得 


ο 5 μίαν. 
Vo Ἵ-ξίοι)-ξίο) (3.111) 

再 由 (3.8) 式 得 
γα Πχ» Π.--ζ(ο.)--ξίωο’”γ (3.112) 


至 于 让 和 前 可 由 (39.66) 式 求 导数 ， 并 令 v = 0 而 得 到 
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δ’ --2πο (1 一 392 二 598 一 7912 十 ,…) (3.113) 
81----2πΩ1( 1 一 27g*> 十 125g 一 343g1> 十 …) (3.114) 
33.6 雅 各 比 椭圆 函 数 与 # 函 数 
先 研究 函数 snx 的 函数 定义 式 。 令 变量 > 和 常数 为 


.- 4 


Ζ ΕΣΩ. k ΓΗ͂Ν υ -ng (3.115) 
dz _ | ϑιί ο] 
dyv ὃ, dvl δ(υ) 


将 0.80 式 代入 上 式 得 
dz _ 49: ϑι(υ)ϑι(υ) 


da ϑοϑι δι(ίυ) 
利用 (3.81) 式 中 的 第 三 和 第 二 式 得 
ο. δν) _ p22 ὑδ ) 
1 一 1 一 059 


(::) 一 (1 --23)( 1 --β5α:) 


2 dz 
4 -| 0o VOT TR 55ο (3.116) 
这 个 式 子 和 (5.115) 均 满 足 当 4& ->0 时 ，z 一 0，dz/du->1 的 
-要求 。 由 (9.11) 式 和 (3.115) 式 知 ， 2 是 双 周 期 函数 ， 对 于 
变量 "的 周期 是 (2 τ), ΝΕ (1π9}, πτϑῇ, 118 (3.74) 
式 ，v= 二 0 和 1 是 z 的 二 个 零点 υ--τ/2311--τ/2λ2[8 
二 个 极点 。 

当 v = 二 11/2 时， 由 (3.74) 式 得 z = 1, 再 由 (3.116)、 (2.44) 
式 得 

1 .ss_ (1 dz 

1 -| ν΄( 1 —2) 1 — R27) =K 


i 


τ. . ει az | 
ο ο. VU 21 Ry 
-ΚιΚ' 
由 此 得 
K=- 3，i -Κτ (3.117) 
μ iK’ 
υπο» τπτ κ (9.118) 


借助 (3.118) 式 可 将 z =snu 的 周期 、 零 点 和 极点 用 xz 表示 。 即 
对 于 4， 甬 数 的 周期 是 (4 尺 ，2K'i)， 零 点 是 0 和 2K， 极 点 是 
ΚΤΠ ΟΚ ΓΑ’ ΚΕΠ] ὃ 2.3 相同 。 

因此 可 用 3 函数 定义 雅 各 比 函 数 ， 即 


Cu) 一 
511 ϑιϑ.ί υ 9 2Κ᾽ κ 
(3.119) 
- [ΕΝ / 一 δή 
ἐπ μοι ΡΤ 9 
由 en τν τση, ἀπα-Υ΄ 1 --λλσεπα 和 (3.81) 式 可 以 得 
Φ]οπι 和 dna 的 定义 式 
CO) -. ϑ.ϑι(υ) 
οτι έπ- δ δι 0) dn 人 一 εδ.( Ὁ) (3.120) 


根据 (9.71) 式 知 cn4 的 ΒΒ (4Κ, 2Κ 2 Κ’ 1), ἀπά 的 周 
期 为 (2KK, 4K 人 个), 以 及 零点 与 极点 均 与 2.3 相同 .利用 (3.119) 
式 和 (3.120) 式 可 以 得 到 另外 三 个 雅 各 比 - 哥 来 禽 尔 函 数 关 于 # 
函数 的 表示 式 


_ ϑεδι(υ) 一 ϑδϑι(υ) 
σον ϑιδείυ) ， κὰν ϑεϑιϑι(ίυ) ” 
ο εδ υ) - 


其 余 六 个 雅 各 比 - 哥 来 含 尔 函 数 只 是 上 述 六 个 函数 的 倒数 ， 这 里 
不 再 写 出 。 | 
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利用 (3.95) 式 ， 也 可 以 将 该 六 个 函数 表示 成 0 的 函数 。 由 
《3.119) πο 
σ(ν) 


ΠΝ σαί) 
为 了 确定 常数 c Ευ 除 上 式 并 令 4->0， 得 c = 1。 用 规 一 化 
格 阵 ( 见 $2.3.1)， 有 ei 一 6 一 1，h?=es 一 6 ΦιΙΞΚ., ὢ,-- 
Κος Ας κ 


sn 4= ΗΣ | (3.123) 


由 (9.98) 式 和 (3.120) 式 立即 得 


ο... dn 4= 0204) (3.123) 


进一步 得 
σίπ) σ(η) 


σε’ oC) η ση} ασ) 


(3.124) 

椭圆 函数 ἀπ’ 2 也 可 以 表示 成 的 函数 。 这 个 函数 的 周期 

(ΣΚ, 2Κ’1), ΒΚ ἢ Ἢ Κ’ἰ, 在 极点 处 函数 的 主 部 为 一 

(#4 一 民 人 站 *。 因 为 4 一 0 是 CE(4) 的 一 阶 极点 ， 根 据 函 教 的 

.基本 关系 式 (3.1 和 (09.4) 可 以 断定 ，E’(w 一 K 们 与 dn 

有 相同 的 主 部 和 极点 (参看 (2,26) 式 ， 另 外 用 上 函数 表示 任意 
椭圆 函数 的 普遍 公式 见 §$4.5)， 故 有 

| ἀπ'ηπ (4 --Κ;Ι)σι (3.125) 

:0 ΕΕ, δα,-Κ, ὧν κ 将 (3.109) 式 代 入 0.135) 

式 得 


2 - ΠΠ 
ἁπ᾽-- 人 In 0 (3 τς : )+ ο (3.126) 
因为 
3-iovered( ---ᾱ- )= 0(u) 


.所 以 得 
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dn4 一 nel )+e (9.127) 
这 个 关系 式 在 研究 雅 各 比 函 数 Eu 时 是 很 有 用 的 。 


$3.7 雅 各 比 函 数 2 (ww) 


雅 名 比 曾 定义 Z(w) 如 下 


A 


这 个 函数 与 5ECw) 相似 ( 见 (3.12) 式 的 第 二 式 )。 函 数 Z(u) 
在 以 2K 及 2K’i 为 边 的 四 边 形 内 有 一 个 一 阶 极点 。 其 格 阵 生 成 
元 是 2 下 ，2K'i。 由 下 面 分 析 可 以 看 出 它 与 E(u) 的 关系 ， 以 
及 它 具 有 周期 2K。 

由 (3.127) 式 知 


da 一 -rineCa )+C 


Θ(1)Ξ9 (0). 4 Ξ2ωυ (3.128) 


对 上 式 积分 得 
QO’(u) 
@(u 


) 
令 4 = 天， 因为 BCK) 一 8 一) 0， κ ϱ 
二 0， 以 及 ECK)=E， 故 得 


..Ε. 
κ 


Ε(")- +Cu 


因而 
Ε(μ)- 21) ν 


Ζ(ω)- ECW) (3.129) 


这 是 Z(x)》 与 五 (4) 间 的 基本 关系 式 。 
利用 (3.83), (3.36) 和 (3.39) 式 ， 即 
Fl(u+2K)= E(u)+2E 
E(u+2Ki)= E(u)+ 2(K’—E)i 
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/ 
EE γρ νοκ’ 


κ πε 


册 (3.129) 式 得 
Zu +2K)= Ε(ω -αΚ}--κ-ί u -2Κ)--Ζ(α) 


(5.130 Α) 
Ζ(η +2K’i)= E(u +2K') 一 -天 (4 -2Κ’ἑ) 


-Ζίι)--π-! (3.130B) 


可 见 Z(4) 具有 周期 2K。 由 于 EC(K)=KK， 在 (3.129) 式 中 
仿 4 = 二 KK， 得 
ΖίΚ}-ο (3.131) 
还 可 以 将 ZC(w) 写作 


ο ο σσ (3.182) 


第 四 章 ”任意 椭圆 函数 


54.1 前 言 
本 章 研究 将 已 知 零 点 和 极点 的 任意 椭圆 函数 ， 表 示 成 覃 区 函 : 
数 或 拟 椭圆 函数 的 有 理 函 数 的 形式 。 
大 家 知道 ， 有 理 函 数 可 以 有 如下 的 表示 法 
(2 -ὀ)(Ζ--ὀι)-ί Z—b,) 
(Ζ--αι)(ζ--α,).. (2 — am) 


1 


R(2)=C 
-5 二 一 一 一 (Α} 


这 种 表示 法 使 人 们 对 函数 的 零点 和 极点 一 目 了 然 ， 即 b,、5:、… 
b, 为 零点 ， 而 61/、Gs、…0w 为 极点 。 有 理 阴 数 的 另 一 神 表 示 法 是 


(0) 
48 


(7 --ακ)' (8) 


R(v)=P(Z)+ 2) Σ 
i Rk 
式 中 第 一 部 分 已 (Z) 是 多 项 式 ， 第 二 部 分 即 负 千 部 分 是 函数 在 
每 一 极点 ax 处 的 主要 部 分 。 这 种 表示 法 常用 于 积分 法 中 。 
销 贺 函数 和 拟 顶 圆 函数 是 有 裤 点 和 零点 的 范 数 ， 我 们 很 自然 
地 会 想到 , 能 否 用 其 构成 形 如 上 述 有 理 函 数 那样 的 任意 查 圆 函数? 
答案 是 肯定 的 。 可 以 用 0 、t# 、%、 上 5 函数 来 表示 任意 榴 侈 函数 
Fa )。 
Ένα, 和 8 有, 是 椭圆 函数 (4w) 的 零点 和 极点 ， 则 存 在 下 列 
各 式 ， | 
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{έως ο ΤΠ σερ) ΠΣ 
α 
δι ; 
f(u)=C, Cs ) (4.2) 
/= δ{ - 
2ο 
fu)=R (PT+R, Fu) FY (4.3) 
Tl (PU— αι) 
R(IW = ， 
ΤΤ .-.2Β} 
i=1 


四 Ῥ 1-1α. 
HC Σ Tens -β) (4.2 
ΕΓ τ 1=1 
式 中 CC.Cs 是 复 常数 ， αι 为 复数 系数 . 
另外 还 可 以 用 函数 构造 出 下 列 三 阶 柚 圆 函数 


gm=tut et( 中 一 : + ε;ξ ( 4 十 - 2 -oj 


ΠΗ; (4.5) 
πτν 2, ὃν 4 
9 
共有 了 四 个 9 函数 。 式 中 ε =exp( 3 πὶ) DD, 二 一 -0,, Ο 
1 0,, ;= ἕ (0;)。 ， 

以 上 (4.1)，(4.2)，(4.3) 式 形 如 (A) 式 ， 而 (4.4) πὲ 
ΠΠ (Β) 式 ， 至 于 (4.5) 式 则 是 形 如 〈B) 式 的 一 种 特 殊 形 
式 。 下 面 分 别 研究 之 。 

54.2 任意 椭圆 函数 用 o 顶 数 表示 


设 有 * 阶 椭圆 函数 (4 )， 其 双 圆 期 为 2o,2o7( 格 阵 2Ω), 
在 单位 胞 腔 中 有 零点 Qs αν "°° Cs 与 极点 B,, B,, “9 β, (4 阶 零 
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太 和 极点 算 作 个 )。 由 $1.3 中 本 图 函数 基本 性 质 〈o 3 


Σ αι — Σ β.--2Ω (4.6) 


ἑΞ51 Επ 
2Ώ --2πι(ο-|- 2πι’ |’ 
今 构造 一 个 函数 


_ σ(ω--αι-2)σ(η--α))--.σ(η --αι). 
中 (4 ) 一 o(u—P)o(C(u—B,).o (Cu —B,) (4.7) 


因为 4 = 0 是 04 的 一 阶 零 点 ， 可 见 上 式 与 1(4w) 有 相同 的 零点 
和 相同 的 极点 。 下 面 研究 中 (4 ) 的 周期 性 。 当 4 Άλκη 十 2@ 时 ， 
由 (3.21) 式 知 (4.7) 式 的 分 子 分 母 将 分 别 乘 以 下 列 因 子 


(一 1 μα... 


ο -βα---βαλ. 


由 4.6) 式 知 ， 二 个 因子 相同 ， 可 见 2@ 是 中 (4) 的 周期 。 同 
理 可 以 证 明 Ζω’ 是 中 ( 4) 的 另 一 个 周期 。 因 此 (4) 与 1 (wu) 
是 二 个 有 相同 双 周 期 、 相 同 零 点 和 极点 的 椭圆 函数 。 关 系 式 


μα» 
中 (CE 


是 一 个 没有 闸 点 的 椭圆 函数 ， 出 椭圆 数 的 性 质 知 该 比值 等 于 常 
数 C， 即 


ο. σα --αι-2Ω)σ(η --αι)"' ση —0,) 
f(4)=C o(u—B)o(wu —B,)-o (4 —B.) 


(4.8) 

由 于 o 函数 的 零点 具有 周期 0， 因 此 零点 ww 和 极点 B, 不 必 
一 定 选 在 一 个 单位 胞 腔 内 ， 可 以 任意 选 # 个 零点 和 +” 个 极点 ， 并 
使 全 部 零点 之 和 等 于 全 部 极点 之 和 ， 满 足 这 样 条 件 的 零 极点 总 是 
等 价 的 。 据 此 可 以 令 

α---αι--2Ώ 
选择 m、m 以 使 下 列 等 式 成 立 
αι -α, -'''αμςξβι 十 8 十 十 p。 

这 时 f( 4) 的 表示 式 是 
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_ σ(α-αγσ(ι-α)--σ(α--α) 
1 ο σι Bo -Bou BS 
一 般 可 写 为 


f(u)= ο ΤΙ ΕΞ (4.9) 
并 有 
«= δ) β, (4.10) 


34.3 任意 椭圆 遂 数 用 8 函数 表示 
已 知 零 极点 的 任意 椭圆 孙 数 ， 也 可 表示 为 4 函数 的 表示 式 以 
替代 上 述 的 σ 函数 的 式 子 。 
设 # 阶 椭 贺 函数 f( uw) 的 周期 为 2@、2o'， 其 零点 wi, 极 
Ἀβίέταν 2 “Ὃν π) 满足 (4.10) 式 ， 该 函数 的 5 杖 数 
表示 式 如 (4.9) 式 。 将 4 与 0 函数 间 的 关系 式 


Tu? (Be ) 


o(u)=2@e 25 0) 


代入 (4.9) 式 得 


η 
eal 2 ("-αὐξ- Σ Cu- 5» 


观察 该 式 的 指数 函数 的 因子 


> (Ca 一 oo 一 Ὁ) Cu—B)? 
i=1 ἐΞι 


να...» μυ... 
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其 中 全 部 α’ 项 彼此 相 消 ， 而 一 次 项 由 (4.10) 式 知 也 相 消 ， 仅 
剩 下 关于 qa;、Bi 的 常数 项 可 归并 到 系数 c 中 去 。 因 此 得 到 用 1 
函数 表示 任意 椭圆 函数 的 式 子 ， 即 


i (4.11) 


54.4 任意 椭 赔 函数 用 z 函 数 表示 


用 .9 函数 表示 任意 梢 圆 函数 时 ， 应 注意 到 . 宛 函 数 是 偶 ΒΗ 数 。 
任意 椭圆 函数 可 能 是 偶 函 数 ， 也 可 能 是 奇 函 数 , 或 是 一 般 的 情形 ， 
每 种 情形 所 对 应 的 灾 函 数 表 示 式 是 不 同 的 ， 下 面 分 别 讨论 之 。 

首先 证 明 任意 侦 椭 圆 函 数 可 以 在 相同 格 隆 上 表示 为 函数 的 
有 理 函 数 式 。 设 函数 f,( 4 ) 为 偶 椭 圆 函 数 (f1( 4 )=f1( 一 # ))， 
选 基本 周期 格 阵 点 为 中 +o'，o 一 o， 一 o 二 o' 一 十/， 在 
这 些 点 构成 的 局 期 平行 四 边 形 内 ， 极 点 和 零点 均 是 正 负 号 成 对 出 
现 的 ， 即 零点 ， 寺 ol、 荆 as、… 寺 ai， 极点， 土 P,、 土 P:、… 土 B。 
(上 阶 零点 或 极点 计 作 个 )，。 此 外 4 一 0 可 能 是 零点 或 极点 ， 要 
视 1 与 m 的 值 而 定 ， 函 数 六 (2 ) 的 阶 数 应 等 于 2 1 和 2m 中 的 最 
大 值 。 若 1 之 m， 则 4 = ο 2 (1-1) 阶 极点 ,反之 则 4 一 0 
1.2 (πι-- 1) 阶 零点 。 

用 多 函数 构造 下 列 函 数 


Ε(α)- (Pa PON PU PU) PUT PH) 
MT Cg gb) Fu Fb) Fu— FB,) 


量 然 这 个 函数 与 f,(u) 在 上 述 周期 平行 四 边 形 内 有 相同 的 零 点 

和 极点 《相同 的 阶 数 )。 根 据 刘 维尔 定理 知 f1( #)/F,( #) 等 于 

常数 C， 即 
Για) 


ο (CPu— PAN PU Pa) "(Pu FO) 
CF GBIFu PB) Fu PP,,) 


. (4.12) 
应 当 指 出 ， 当 零点 或 极点 是 半 周 期 或 者 是 周期 时 ， 其 阶 数 只 能 是 
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偶数 。 为 说 明 这 一 点 ， 先 假定 但 函 数 有 奇数 阶 零点 ， 即 设 半 局 期 
为 偶 椭 图 函数 fC 4 ) 的 (24 十 1 ) 阶 零点 , 则 fC #4) 的 (2# 十 1) 
阶 导 函 数 在 4 = % 处 将 不 等 于 零 ， 有 
{ιδ (λε 0 
考虑 到 导 函 数 的 周期 性 得 
fat2m)=f ,Vy) 
式 中 令 4 = 二 一 上 ， 则 
fi w= —w) 
再 考虑 到 fC ww) 为 奇 函 数 ， 即 
ας ο Ομ. 
将 此 式 代入 上 式 ， 并 考虑 到 中 不 是 奇 点 而 是 零点 ， 必 有 
fm)=0 
这 与 前 面 的 结论 f1 2”?(4) 志 0 相 填 盾 。 故 假定 偶 函 数 有 奇数 
阶 零 点 的 候 定 不 能 成 立 ， 所 以 偶 函 数 的 半 周 期 零点 的 阶 数 只 能 是 
偶数 。 对 于 极点 ， 注 意 到 f1(4) 的 极点 是 1 /f1(4) 的 零点 , 故 
偶 函 数 的 半 周 期 极点 的 阶 数 也 只 能 是 偶数 。 按 同样 的 分 析 ， 可 知 
奇 贿 圆 函 数 的 半 周 期 零点 或 极点 只 能 是 奇数 。 

当 零 点 a; 是 半 周 期 时 ， 则 cy 和 一 mi 均 在 上 述 周 期 平行 四 边 
形 的 边界 上 ， 且 二 者 之 差 2a, 等 于 周期 值 。 考 虑 到 贿 略 函数 的 基 
本 周期 域 是 单位 胞 腔 ， 才 上 +o 二 点 只 能 计 算 一 个 。 若 零点 土 o 
的 总 阶 数 等 于 2 已 ， 则 (4.12) 式 中 关于 因子 α, 的 乘积 只 能 出 
现 忆 次 。 对 于 单位 胞 腔 内 的 其 他 零点 ， 则 应 计算 正 负 零点 的 多 部 
阶 数 。 这 个 原则 同样 适用 于 半 周 期 的 极点 。 

其 次 研究 奇 椭圆 函数 fo(w), 设 其 零点 为 tof、 圭 0s、… 
土 o， 极 点 为 土改 、 土 及 、… 土 B2。 由 于 .人 是 奇 函 数 ,而 /GD)/ 
兄 /4 为 偶 函 数 ， 类 似 建 立 偶 函 数 表示 式 (4.12) 的 过 程 ， 最 后 
得 到 


-- , (PU— αι) PU σαι). PU POR) / 
fC Όρη Gp) Cpu PP) (δα βρ σ 


(4.13) 


-υ-υ-υ-- ο... 


δά 


在 上 述 奇偶 椭圆 函数 的 基础 上 ， 再 研究 更 一 般 的 情况 。 对 于 
任意 精 圆 函数 (1). ΑΝ (αι) 1) 是 一 个 偶 函 数 ， 
而 1 (1)- (σι) 是 一 个 奇 函 数 ， 因 此 有 


ο “ο 


Ἑ-γτί(ι)- ές μ)]--Γι(ι)η-}ι(α) 


με (ο) 可 以 看 成 是 偶 函 数 和 奇 函 数 之 和 。 已 知 fi(w) 是 偶 函 
数 ， 又 知 函数 


f (1) - (σι) 
κα 


也 是 偶 函 数 。 运 用 (4.12) 式 可 得 
σα (1) (κ) Εισ), 


“σον 
ση 
这 里 及 (9) 和 δ.σ) 为 的 有 理 函 数 。 因 此 可 将 任意 椭 图 ΒΒ 
数 表示 为 、 
μώ πες «σσ (4.14) 
利用 关系 式 [9 .) αυ 一 g99u 一 g9， Β (4.14) 式 得 
Cf liu)—R CP = RI PU A PU gu Gs) 
(4.15) 
这 是 任意 椭圆 函数 Γι) 的 二 次 方程 式 ， 其 系数 是 Fu 的 有 理 
函数 。 
Β! (4.14) 式 可 以 得 到 补 圆 函数 的 若干 一 般 性 质 。 一 个 很 重 
要 的 性 质 是 ， 
任意 二 个 朵 圆 函数 ， 基 有 相同 的 格 阵 (相同 的 周 期 )， 则 该 
二 函数 满足 一 代数 方程 式 。 
设 Fa) σι) 是 上 述 的 二 个 椭 贺 函数， 由 (4.14) 式 


--Κ.ί 65η) 


得 


ο. οι 
ΟΝ i 
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f Ou)=R (CPR) + RA PU PY 
g (uu)=R( PHFR (PU PN 
再 利用 [.9 0?=4.94 一 gp.Z4 一 gs。 由 这 三 个 方程 式 中 可 以 约 去 
FU 及 ο ας 因此 得 到 


FICf (4), 9(4u))=0 (4.16) 
式 中 万 是 了 及 9 的 多 项 式 。 一 个 例子 是 取 g(4) 二 fC《&)， 则 得 
到 任意 椭圆 函数 所 满足 的 微分 方程 式 

FCIf(u), f’(u)=0 (4.17) 
这 里 下 可 f 和 1/ 的 多 项 式 。 


84.5 ΠΕΡΙ 28 ἄχ} ζ 函数 表示 


在 给 定 函 数 极点 的 情况 下 ， 可 以 由 上 函数 构造 出 任意 机 图 
函数 。 
首先 考察 下 列 函 数 


f(u)= δ) αζ(α-β) (4.18) 
ίξι 


满足 条 件 
| >) o= 0 (4.19) 


式 中 Ql、 Gs、 …Qas 及 Bi、 B,、 …B, 是 常数 。 因为 4 = 0 是 tu 的 
一 阶 极点 ， 所 以 Bi 一 1，2，…2?) (ια) 的 极点 。 很 
ΣΕ (1) 具有 双 周 期 2@，2@“， 关 为 


fC(ut+20)= 》 αζ(ι--βἠ-2ω) 
i=1 


= 》 tu—B)+ δ) ar21=f (4) 
i=1 


σι 
同 理 得 
fut+20’)= f(u) 


| ο ο ο .-.,.ων,, παμπ 


δ6 


{(1) 在 B, 点 具有 一 阶 极点 ， 其 留 数 为 a:， 条 件 《4.19) 
式 表示 全 部 留 数 之 和 等 于 零 ， 由 椭 加 函数 的 基本 性 质 知 (1) 
-Ὅπβηβ[β ρα, Ἐ ΑΗ 2ω, 20’, 

其 次 研究 用 5 函数 及 其 导 函 数 来 表示 任意 椭圆 函数 。 假 定 查 


Κ 
圆 函数 f( wu) 的 极点 β, 11, Β, 的 阶 数 为 ms，# 二 》) mi。 
t= 1 
在 极点 附近 函数 的 主要 部 分 为 


Gi Ν 
ο. hy 
由 (3.3) 式 可 以 看 出 函数 每 求 一 次 导数 ， 其 表示 式 的 负 
吞 数 增加 1 ， 因 此 下 列 函 数 $(Cua) 在 B; 点 与 f(4u) 有 相同 的 
极点 和 相交 的 主 部 
眼 、 
$(a)= 2 {αμ ζ (η --βι)--αιμζ' (wu 一 Bi) 


ἐπι 


ἠ-»..--(--1γ πι - ΣΤ ED --βι) | 
又 因为 


ε 
中 (24 十 2o) 一 2 λ αι (wu) 


ΣΕΞΙ 


k 
中 (2 十 207) 一 2m7/ 2) αι Cu) 
i=1 


及 
式 中 》 αι 是 f (4) 在 单位 胞 腔 上 的 留 数 之 和 ， 应 等 于 零 。 可 
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ΒΜ φ(ι) 具有 周期 ?2o、2a“， 因 此 它 是 椭圆 函数 。 而 函数 
Ca) 一 中 (2) 


应 是 无 奇 点 的 机 圆 函 数 ， 由 椭圆 函数 的 人 性质 知 应 等 于 常数 c ， 从 
而 得 到 


87 


/(α)--ο 十 Σ Σ ---- on η. ον --βρ) 
(4, 20) 
该 式 称 作 f( 4 ) 的 部 分 展开 式 。 
84.6. 三 阶 椭圆 函数 om 
用 上 函数 可 以 定义 下 列 四 个 三 阶 椭 贺 函数 
git= ἕα -- οἴ 4 στ oj+e (a 十- ὦν) 
十 ζ γ΄ 8 {Π, (4.21) 
7 一 1，2，3，14 
... 
ε-ὀ ο, Π;-ζίω) 
os 一 一 中 一 oo 一 Oo 一 


此 式 与 《4.18) 式 有 相似 的 形式 。 在 给 定 周期 格 阵 2Q (生成 元 
ο,. ον) 的 情况 下 ， 该 式 的 最 后 一 项 是 个 常数 项 ， 而 头 三 项 是 有 
函数 项 。 因 为 函数 项 的 系数 之 和 等 于 零 ， 由 〈4.18) 式 知 9;4 是 


三 阶 椭圆 函数 , 其 三 个 一 阶级 点 分 别 是 # 二 0， + 一 on 其 周期 


Ἔξ 2ω,. 2ω., 
这 四 个 函数 通常 既 非 偶 函 数 ， 也 非 奇 函数 。 
利用 《函数 的 齐 次 性 ， 可 以 得 到 g;4 的 齐 次 性 ， 即 
gi(mul2mO)= mg; ἡ |2Ώ) (4.22) 
应 用 下 关系 式 


τ( η + (η Ἔϑω---ς ων) 
二 上 ( 4 十 2 0)+2m 
可 知 ο 满足 下 列 等 式 


ce 
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ol ----ω}-εσµ-- | 2e+ : (1—e)r 3 im 
(4.23) 


50 
还 可 以 定义 四 个 有 关 的 常数 
(和 -9 


-ea 
πι, 2, 3, 4 


由 & 函数 的 齐 次 性 得 
οι(2ή1ϱ)} Ξη ο (2Ω), πες 0 


ὃν 4) Ι, Ἠ[ ΗΕ ο, κ 


(4. 25) 


2 - 
当 4 = (j=1,， 2 ， 


gn4 值 。 由 于 
E= : (一 1 十 3 1). εἲ- } (-1--.ν' 3} 
ο ο ο ἐζπι-πὸ 
=—V 8 ἐπι 
所 以 得 


ΠΗ i =Cs— 806,— 6ο. 
用 类 似 的 过 程 得 
9 (4 oj-c 一 cs 一 scs of( -2o:)=- 一 cz 十 cs 十 Bot 


, gi($0)=0 est ec, σ{- : w= --οι Γθοι-- 67ο, 


3 

1 2 

Ww, }----εοι Γβίοι [οι σι ΠῚ 
2 

3 


2 

3 

3ο) -ολογη- εν οι σ{- Θα | 上 一 一 ec 一 ec: 一 cs | 
(4.262 


一 2 
ωι)-ε οι --ἔοι --ο, 


89 
现在 来 研究 格 阵 QQ@ 旺 三 角形 的 情况 。 设 三 角形 格 阵 的 生成 元 
Φ,. ο, 及 os 比例 于 1 的 三 次 根 ， 即 ol:os:o:= 11 8 :8 。 不 难 


看 出 ， 格 阵 2Q 与 生成 元 为 ov、om: 的 格 阵 是 相同 的 。 同 时 考虑 
(3.11) 式 和 (4.25) 式 得 


ο ποσο 20 ) 


ο) --ξ (ος -εΦμδεΩ = 一 "(2 oil2Q }--οὐοι 
1 


οΞξ (: ol|2z20 }-- (Zo 7ου 
这 里 运用 了 《4 的 齐 次 性 。 因此 对 这 种 格 阵 有 
gs2ci 十 zc: 十 cs 一 0 (4. 21) 
根据 格 阵 生成 元 的 非 瞧 一 性 〈( 见 $1.4)， 将 生成 元 变更 为 
os， 一 0O， 则 c、c、cs、c 应 变更 为 ce、 一 c1,c、 一 C6， 因此 得 


ezcs—ec1t+c,= 0 (4.28) 
由 (4.27) 式 和 (4.28) 式 依 次 消去 c ἯΙ οἱ 得 

ο,--εος-- εἷοιξ- 0 (4.29) 

--οι Ἔ εἶσε-- εοιΞ 0 (4. 50) 


(.21)--(4.30) 式 中 ， 任 意 三 个 是 线性 无 关 的 。 
由 此 可 得 到 四 个 函数 在 4 一 土 一 -zw 点 上 的 值 ， 


4 二 -ᾱ- αι --ξ-ο, : Ω, --ξ-ω, ”OD 
on- % 55 δ ο -ᾱ 
θια-- 0 δ, co 9ο 一 四 
gs 4= εὖ, 0 0 56, >@ 
σι η 15 0 εὖ, 0 -> 加 

一 全 -3 Ws ----α, -ᾳ Ὁ ---- Ἴ 

--(5) 0 εδ, 0 eb, 

一 合 eb, 0 0 εὐ (4.31) 
--ᾳ οο co 0 δι. | 

一 人 人) ὀ, 0 65 co 


5 μιᾶς μον ΑΧ 
ιο ο. σσ ο. ο ο” ο... .. 
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式 中 已 =c: 一 sb, 一 5 将 此 式 减 去 (4.29》 式 得 已 = 3 ics 一 
c)， 由 此 关 推 得 | 
b=V 3 {(ο--οι). ει γ΄ 3 (ου σι), 
b=V 5 i (cs 十 cd sb 一 一 3 i (ci 十 cs)， 
bs=—Y 3 i(ctce), ebs=V 5 i(c,~c,), 
,= V3i (Cs— C1), ον 8 i (C1—cs), 
εὖδι 一 一 3 1 (cy 十 cy) 
ΠΗ i (οι --Ος) (4.32) 
εὖῤ,-- γ΄ 3 { (οι--ορ) 
se 一 8 i (cs 一 cz) 
可 以 看 到 在 单位 胞 腔 上 函数 的 零点 和 极点 的 分 布 。 每 个 函数 
除 式 中 列 出 的 二 个 极点 外 ， 另 一 个 极点 是 4 一 0。 由 《〈4.31) 式 ， 
各 函数 按 了 =1，2，3，4 的 顺 主 依次 (从 左 到 右 ) 出 更 极 点 、 
ΞΕ, δι, ει, εδ, 的 值 。 
三 阶 椭圆 鸭 数 σα, 有 一 重要 性 质 ， 即 σι 和 3:( 一 4) 满足 下 
列 三 次 恒等式 . 
οὖν gi(— u)— 6mb,gug(— 4 )—b}= 0 (4.33) 
式 中 my= 久 3 i 6;/b;。 该 式 的 证 明 可 参阅 Patrick Du Val， 
“Elliptic Functions and Elliptic Curves (Cambridge, 1978). 
后 面 将 要 利用 这 个 恒等式 证 明 该 函数 的 加 法 公式 。 


第 五 章 ”椭圆 函数 的 加 法 公式 


$5.1 前 言 、 


我 们 已 研究 了 单 变 量 4 的 椭圆 函数 (4)。 现 在 要 进一步 研 
究 二 个 变量 4 土 5 ΜΒΑ (η 土 v)， 找 出 它 与 1(w) 及 
f(v ) 间 的 关系 。 这 种 关系 式 通 常 称 作 梢 圆 函数 的 加 法 公式 (或 
加法 定理 )。 有 了 加 法 公式 ， 令 4 =v 时 又 可 得 到 售 加 公式 f (2%)， 
按 递 推 原理 可 以 得 到 任意 变量 由 十 中 十 …… 十 4 椭圆 函数 的 加 法 
公式 。 
关于 初等 函数 的 加 法 公式 是 屡见不鲜 的 。 例如 三 角 函 数 
Sin(u + v)=sinucosv +cosusinv 
Cos( ut+ vy)=cosucosv sinuysinv 
| ζωα ντ ων 
对 于 双 曲 项 数 
sh(u+i+v)=shuchv +chushv 
ch(u tv)=chuchv +shushy 


_ thxu+thv 
πα αν) σι μυ 
椭圆 函 数 有 类 似 的 加 法 公式 ， 例 如 雅 各 比 通 数 有 如 下 加 法 


公式 


_ 5η ἥςπ ὔ ἐπ ῦ "ση ἵ dnusnyv 
οπ(ἑ!-υ)-- 1 —hisn Wu sniv (5.1) 
cnucnl --οῃ ἡ η οῃΌ ἧπυ 
οπ(η ο) T Renin env (5.2) 

—Rkisndcnidsnvcnd 
dn(u to)— dn mensn dno (5.3) 


1 —hisn?u «α” Ὁ 


在 特殊 条 件 下 ， 这 些 加 法 公式 可 晓 变 为 上 述 初 等 函数 的 加 法 公 


it Ee ο. μα ο ο eter eo he el 了 
- 
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式 。 当 k= 二 0,snu=Sin Ην επισης ἅπιθ 1, (5.1). (5. 9) 
式 变 为 三 角 函 数 加 法 公式 sin(z 十 0) 及 cos( 4 十 v)。 由 于 k=0， 
ἁπατι, ΕΝ ΕΛΗΣ4Η -- 4 ΙΒ δι απ 1, οπα- 
ΕΞ δν οπ απ πα 二 sech4， 则 (5.1) πὸ ἐπ ΒΕ πὲ ασ ο ἃς 
th(u+v) 
thusech:v 十 sechzuthv 
1 —th uth’v 
-. thu+thv 
1+thuthv 
而 (5.2)、(5.3) 式 则 赔 变 为 sech(4 十 0) 或 ch(4 十 2?)。 
椭圆 函数 的 加 法 公式 被 认为 是 最 核心 和 最 基本 的 理论 问题 之 
一 。1761 年 欧 拉 〈Euler) 第 一 个 证 明了 椭圆 函数 存在 加 法 定理 ， 
后 来 随 着 椭圆 函数 的 发 展 ， 相 继 出 现 了 各 种 肖 数 的 加 法 公式 及 不 
间 的 证 明 方 法 。 
关于 加 法 公式 主要 包括 二 个 方面 的 内 容 ， 一 是 椭圆 函数 加 法 
公式 的 存在 性 问题 ， 二 是 如 何 求 得 加 法 公式 。 第 一 个 问题 是 很 易 
证 明 的 ， 在 84.4 中 曾 得 到 任意 椭 加 函数 的 普遍 关系 式 (4.16) 
FCf(u), 9(4u))=0 
了 、9 为 任意 二 个 具有 相同 周期 的 椭圆 函数 ， 天 是 了 及 9 的 多 项 
式 。 令 9 (4) 二 ff(4 十 2)， 则 得 
Ες Γ (1), (0 Γο)]Ξ0 (5.4) 
这 表明 每 一 椭圆 函数 具有 代数 加 法 公式 。 
至 于 第 二 个 问题、 即 如 何 求 得 椭圆 函数 的 加 法 公式 ， 正 是 本 
章 后 面 各 节 的 主要 内 容 。 有 许多 方法 可 以 用 来 求 得 加 法 公式 ， 概 
括 地 讲 主要 有 下 列 三 种 方法 
数学 分 析 法 ， 对 椭圆 函数 及 其 有 关 微 分 方程 式 进行 代 束 法 运 
算 ， 并 结合 函数 的 特性 进行 分 析 ， 得 出 加 法 公式 。 
间接 函数 法 ， 利 用 其 他 函数 的 加 法 公式 或 有 关公 式 进 行 分 析 
运算 ， 得 出 所 求 函 数 的 加 法 公式 。 
几何 法 ， 这 种 方法 最 初 是 由 雅 各 出 提出 的 ， 在 研究 摆 运 动 的 


επ(η 十 1) 一 


ο ο ο”... 
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ΕΙ, ΑΕ ΠΕΠ, ΜΙΠΊΒΞΙ}ἱπ (5.3) 式 的 加 法 公式 。 

研究 不 同 的 分 析 方 法 有 利于 从 不 同 角度 对 函数 的 基本 性 质 及 
运算 有 所 了 解 。 由 于 第 三 种 方法 比较 完 长 ， 这 里 主要 介绍 前 二 种 
方法 。 至 于 第 三 种 方法 可 在 Greenhill, “The Application of 
elliptic function (London 1893)” 中 查 到 。 


86.2 卫 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 加 法 公式 


下 面 用 不 同方 法 得 出 同一 函数 或 不 同 函 数 的 加 法 公式 f (4 十 
"5)，f 是 、& 或 5 中 的 任 一 个 。 


(1) 数学 分 析 法 
可 以 利用 包括 导 函 数 多 /在 内 的 关于 .元 函数 的 代数 方程 式 来 
建立 .9 函数 的 加 法 公式 。 研 究 下 列 通 数 。 
f(z2)=F’2—AP2—B (5.5) 


式 中 4、 了 为 任意 常数 。 这 是 三 阶 椭圆 函数 ，z = 0 为 三 阶 极点 。 
选择 常数 4 和 B， 使 得 在 z = 4 和 vw 是 函数 f 的 零点 ， 即 (4) 
二 fj(v) 二 0。 显然 2 二 一 4 一 2 也 是 了 的 零点 ， 因为 由 》1.3 
中 (5) 知 ， 椭 圆 沙 数 的 极点 之 和 与 零点 之 和 的 差 等 于 函数 的 周 
期 ， 而 现在 极点 之 和 等 于 0 。 由 此 可 以 得 到 

Fu 4 θα-- Β Ξ 0 


ὦ/0-- ἄφυ-- B=0 (5.6) 
FU 二 oT+AP(u+v)+B=0 ! 
进一步 得 到 
_ PUM— FV ο PUP V0— PYPN 
A pg BT Sug 67 


由 (5.5) 式 可 以 得 到 (2) 的 表示 式 ， 另 一 方面 函数 的 微 
分 方程 (92)’=4F2— 9F2— 9s, 因此 得 

ο κα κα 
4 /{(2)-ο0, ἐ--, 81 的 三 次 方程 式 

413— A?— (2AB+9,) 一 (有 二 9) 一 0 (5.8) 
使 f(z)= 0 的 函数 是 该 方程 的 解 。 即 该 方程 的 三 个 根 是 1 = 


i 
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FU，FV、F (1 二 v)。 这 三 个 根 的 和 应 等 于 A/ 4 


5 
PUT PUT P(H TY )=- 1 


将 (5.7) 式 中 的 4 代入 ， 即 得 元 函数 的 加 法 公式 
΄μ-- / 
Αγω------, Το ΑΒ ΡΙΣ, ο” 是 奇 国 数 ， 得 
Ἴ-υ-Ἴω-- 
Φωτ φσ(υ-- 1) σω----δ(υ-- α) 
JU 一 兄 (0 十 o) FH=—P (υ-- ο) 
μου σ(ω γα) FYI=— β(ω- YU) 
ΑΠ δ(υ πλ). (η --ο)., Φ(ω- νυν) (5.9) 式 展开 ， 


则 得 


] -Fu 9 (5.9) 


1 FP HW— οὐ ] 
. | ασ 
PUT PVT PO 4 [ Fl Fo 
-- [SE] = 1 ο 
4 FIFO ~ 4 PO— PU 
因此 
φ/υ- δω PP OP κό PU— PY 
σρυ- Φω PO—PU PU— PY 
或 


(PI PO PUTPTO— POP UTPI FI) FP ωκ 0 
可 表示 为 
1 Pu οι 
1 συ οσο |=0 (5.10) 
11 Pw FD 
这 是 多 函数 加 法 公式 的 又 一 形式 。 此 外 ， 利 用 (5.6) 式 约 去 常 
数 4、B， 亦 可 得 到 该 式 。 
在 (5.9) 式 中 令 4 二 vv， 人 出 得 多 函数 的 倍加 公式 


4 2 
πω ὁ (5.11) 
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将 9 函数 的 微分 方程 及 ?4 一 6 多 u 一 一 9, 代入 ,得 
4 ο _1 .3 
十 本 9 十 29sf 十 τσι 


F (21) 一 γη (5.12) 


η ώρα, 可见 多 (23D 不 仅 是 一 个 代数 式 (5.11),， 而 且 是 
ο να 

重复 使 用 加 法 和 倍加 公式 ， 则 可 得 到 9 (πα) 关于 4 的 有 理 
函数 式 ， 这 里 * 是 任意 正 整 数 。 

(2 )、 间 接 函 数 法 

也 可 由 9 和 函数 的 关系 式 得 到 ?的 加 法 公式 ， 在 运算 过 程 
中 同时 得 到 σ 和 上 函数 的 加 法 公式 。 

究 二 段 椭圆 函数 


FU— PY 


式 中 Vv 是 常量 。 函 数 的 二 极点 是 4 = 二 0， 而 且 # = 土 Y 分 别 是 应 
数 的 一 阶 极点 。 因 此 可 按 (4:9) 式 将 4 一 .80 展开 ， 其 中 


αἰ-υ, αἰξ--υ, βι-- β.-- 0 
从 而 得 
Gu— Py=C 9 (4— ο)σ(. Ευ) 
σου 
为 了 确定 常数 C， 用 σ'δε- 31, 38 υ--0, Β 
1 =—Co% 
将 C 代入 上 式 
ο δρ 66.19 
这 是 σ 函数 的 加 法 公式 。 
对 上 式 二 边 求 对 数 的 导数 ， 并 用 tw 二 0 w/o5u， 则 得 
Et te 0) 2 (5.144) 


将 该 式 中 的 4 与 2 交换 得 
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-Ft (ut+v)— E(u—vu) 2 (5.14B) 


上 两 方程 相 加 得 
tl(ut+v)= 


这 是 C 通 数 的 加 法 公式 
也 可 以 由 (5.15) 式 得 到 多 的 加 法 公式 。 为 此 先 对 # 求 导数 ， 
并 用 5&4= 一 Zu， 得 


1 FU— PY 
2 Pu— PY 


十 Cut+ Ev (5.15) 


PU PU POF UP NU FV) 


(Fu PO) 
一 PU 
再 对 " 求 导 数 得 κ 
-σ(ιΕυ)- 
ο να. α”υ(Ζυ-.υ)- POPU PO) κ 
2 (PU PV) συ 
将 这 二 等 式 相 加 得 
1 PIU— PID 
τοσο" + 0)= 2 PU— PY 
fa / 3 
-. : [ 和 ] -ὅδι-- PY (5.16) 


再 用 ο 一 6 和 一 下 9:， 得 


φομ PIV= ϐ (Φεῦ PY) 

代入 (5.16) πὶ, ΒΠΊΒ (5.9) πὶ 

至 此 我 们 已 得 到 驰 数 多 、&《 、5 的 加 法 公式 。 应 当 指 出 , (5， 
9) 式 是 函数 的 代数 加 法 公式 ， 因 为 PF 4、F'0 各 是 Pu、 的 
代数 函数 ， 可 将 其 看 作 是 普遍 代数 加 法 公式 (5.4) 的 一 个 实例 。 
而 (5.15) 式 不 是 上 阔 数 的 代数 加 法 公式 ， 因 为 及 其 导 函 数 不 
是 的 代数 式 。 可 将 (5.15) 式 看 作 是 拟 加 法 公式 ，(5.12) 式 
亦 相 类 似 。 这 与 &E 、a 均 属 于 拟 椭圆 函数 是 一 致 的 。 

建立 了 加 法 公式 ， 则 可 以 很 方便 地 得 出 一 些 重要 结果 。 例 如 
可 求 得 多 函数 自 变量 增加 半 个 周期 后 的 值 。 为 此 在 (5.9)〉 式 中 


EE 
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Αυ--ο,, ει δω, (ἐ--1. 2, 8) 及 (2.9) 式 得 
_ 1 (511) 
Φα -ο)ΕόΡ.-ε, 一 一 Cae 


PU—E 各 一 6 
= 《24 一 ez) (全 人 pu elt2e0 ee, 


.一 人) 
(ἐι--ἔι) (ει”-- ἐκ) 
+ PH— EC) 
考虑 到 (2.10) 式 得 
συ οι) --ει- = oes). (5.17) 
一 般 的 公式 为 
τα ορ --. (5. 18) 


i、7、 上 是 1、2 、3 的 一 定 排列 。 
在 《5.13) 式 中 令 =@%,， 用 下 式 


oFO= 0 -ων!-Ζῶχ) = —e"0 (η --Ων) 
名 (3,20) 式 得 
Fu— ei— . σ(. Ἔσο σία -Ωχ) 
2η κα ση --ῶκ) .. σι(η) ᾿ 
πε [ σισῶ, ] =[ ση ] 
k=1, 2, 3 (5.19) 
取 根 式 〈 按 习惯 只 到 一 种 正 负 号 ) 得 
| Fae = (6.20) 


ε (5.18). (6.19) 式 中 令 4 一 一 Di/ 218 


ο ο κα 
ος) ο Ξ- γ΄ (ει-- ει) (ει-- ει) = (5.21) 


这 是 ?函数 在 四 分 之 一 周期 上 的 值 。 
$ 5.3 雅 各 比 二 阶 椭圆 函数 的 加 法 公式 


现在 研究 雅 各 比 - 哥 来 低 尔 十 二 种 椭圆 函 数 的 加 法 公 式 ， 特 
别 是 对 常用 的 sa、cn、dan 函数 用 不 同 的 方法 进行 证 明 。 
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(1)、 数 学 分 析 法 
先 从 曾 被 欧 拉 证 明 的 下 列 微 分 方程 式 入 手 
+ 2 = 0 (5. 22) 


=axX' 十 40X: 十 6cx* 十 4dX 十 @ 
Y =ay'+4by*+6cy:+4dy+e 
b . ς » ἆ » 6 均 是 常数 。 为 了 得 到 这 个 微分 方程 , 考 


ΞΡ. -一 - ασ κ 3)” 


一 px 十 9) 一 人 
2 F(x, 2) ή ΧΥΎ 
或 >= οίχ-γ)) 


式 中 
F(x, 9) - αχλγ Γοὑχγ(κ 十 ) 十 cf 十 4X7 十 7 
十 2dq(x 十 >) 十 e 


这 是 对 x » 呈 对 称 的 双 二 次 盟 数 式 。 
将 S 看 作 二 个 独立 变量 x 、y 的 函数 ， 分 别 求 时 数 


1 of , 1 dX 一 
ο --- (dr 
- (x _y γ3 
_ FVXR-XVY  ΥἹΧΕΥ͂.. 
(α -)ὲ (.-ν)' 
Χιν-Χ, /一 
Ἔα ΣΥ Υ 


类 似 可 求 得 WY ον 
有 


95 具有 相同 的 表示 式 。 假 如 取 S 为 常数 ， 那 么 


9.5 δ5 
Bx ΧΕ ον ἄν 0 
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立即 得 (5.22) πὶ, ΜΡΙΚΦΠΙΑΧ., γμα-β5 c = 一 (1 十 


43/6, e=1, νε! 得 
dx αν 


ναι εκδ να 一 2 (1 Ry) 


-这 个 方程 有 超越 积分 ， 令 
一 -x dx 1 
7 | 
{> dy τι 加 
J ov (C1 一 和 (1 --μλνθ 
则 (5.23) 式 的 解 为 


Ὁ 一 


μ 十 一 C 
2 是 常数 。 另 一 方面 由 (5.24) 式 得 
A ΞπηζτἼοῃ, 


TE 
Ἡ (5.25) 式 得 
d 
κε -» (1 -RE 7 
对 上 式 平方 


(ας) -四 Ge 


u 


2 
42) (1 -ν (1 --βγ 


2 
--- x (2R2x2 一 1 -- ὂ7ὴ, 


(5.23) 


(9.24) 


(5.25) . 


(5. 26) 
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2 
yy (2 ψλ--- 1 --β-) 


du 
由 此 得 
α αἲ 
y τα -χ πᾳ -2ξ΄κγ(α!--γ (5.27 Α) 


再 由 (5.36) 式 得 
2 
»{-5-) -α{ 40) -ο’--ο -Εχλγ (5.278) 
将 (5.27) 两 式 相 除 


dx d?y dx dy 
YX qi αγ» αν εκ αρ») 
dx dy 1 -β)χ)γ᾽ 
?一 du 
二 边 取 积分 
1α| ν κι (1 一 R2x2y2 十 C/ 
n αν du 7 > 
由 此 得 
πα τ; 
Γρ 一 C， (5.28) 
根据 (5.24) 式 得 


代入 (5.28) 式 得 


u 
en dC (6.39) 


因为 (5.29) 式 是 (5.25) 式 的 推论 ， 故 Ci 是 C 的 函数 
C=f(C)=f(u+?) 


将 (5.29) 式 右 方 换 成 1 (4 Ἔν), δυο, Ἡ 
sna 一 (ua) 
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这 表明 


sn(u Ευ) -- δ- πο προς Ἡ ἐπ’ (9. 50)’ 
这 是 函数 sn 的 加 法 公式 
由 (65.30) 式 的 分 母 
D= 1 --Α πλ «πὶ ὐ Ξ επ]. Ἔςπ µ dn 
=cn:v {5η᾽υ ἀπ) u 
可 以 得 到 
ος (η Γυ)1--επ(ω Γυ) 
_ (6η ση υ {πυ Γοπυςπ μάπα) 
= 一 一 一 
分 子 中 
形 一 (cn2u tsn :udn’*v)(cn vtsnvdn:4) 
经 化 简 后 得 
cn(4 十 2) 一 
这 是 cn 的 加 法 公式 。 同 理 得 
D=dnm*u thksn’u cn 0 Ξ ἆπλυ 十 R2sn2ucn2 η 
经 类 似 的 过 程 得 dn 的 加 法 公式 
dn udnv —hkisn% snvcnucnvd 
1 —Risn: usu:v 
现在 用 另 一 种 方法 证 明 (5.30) 式 ， 令 
f= snuicnvdnv στ υςι {ην 
D 
对 4 求 偏 导数 得 


μου dniicnvdnv—snisnv (ἀπ ω 


επ στ Ὁ --5ῃ ἕ5ῃ Ὁ {πη απ Ὁ 
1-βοῃ7υοηυ 


(5. 31)’ 


dn(4 --ὐλ- (5.32) 


+hRcn* wu))+2Rsn uecnudnusn’v 
«(δη οπυάπὺ Ἔσπύςοῃπ απ πὴ 
ποπ ἁπαεπυάπυ (1 --Κςηζη sn:v) 


—sndsndv (ἀπ udn’v -ἂ επ μα ςπ" υ) 
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由 此 可 见 af /au 关于 # 和 v0 是 对 称 的 ，sej /au 有 相同 的 式 子 。 因 
此 满足 偏 微 分 方程 


af οἱ 

ou ov 
因而 

Γπ (η 0) 


将 这 代入 (5.53) 式 ， 令 "一 0， 从 而 得 (5.30) 式 。 
最 后 用 建立 关于 雅 各 比 函 数 的 代数 方程 组 来 证 明 加 法 定 ΒΕ, 
设 4 为 变量 ，z 为 任意 常数 ， 研 究 下 列 三 个 函数 
fi(u)=snusn(wutv) 
fH)=en επί. to) 
fs(u)=dnudn(utv) 
不 难 证 明 这 三 个 函数 的 周期 都 是 2K οἱ’, ΣΤΕ, δες 4 、 
πα 十) 的 极点 是 f ,的 单 极点 。 因 为 sn 的 极点 出 现在 2mK 十 
(24 十 1)iK 上 上， 除了 4 = 二 :KK 人 或 一 v0 十 iK' 是 了 的 极点 外 ， 与 
该 点 相距 2mkK -2πιΚ’ 的 点 均 是 函数 的 极点 。 因 此 在 以 0、2K、 
2iK’、2 (KK 十 iK’) 为 顶点 的 基本 周期 平行 四 边 形 (更 严格 地 讲 
是 单位 胞 腔 ) 上 ， 这 种 极点 当然 只 有 二 个 。 对 于 fs 和 J, 亦 有 相 
同 的 结论 。 这 说 蚂 f,、j。、f; 均 是 以 2K 、2iK 为 周期 的 二 阶 椭 
圆 函 数 ， 它 们 在 单位 胞 腔 上 各 有 二 个 单 极点 ， 其 中 一 个 是 i 
现在 用 Τι. ἔν Λε 构造 下 列 二 个 函数 
biCu)=f ut A nu), Φι (1) τε.) Ἔ αι [ι(η) 
(5.33) 
适当 选取 常数 4 和 As 使 4 πι, ΛΑ φι, Φε 的 极点 , 因此 中 ,和 
ϕ. 在 单位 胞 腔 内 只 有 一 个 一 阶 极点 。 由 靖 阅 函数 的 基本 性 质 知 ， 
.二 者 必须 等 于 常数 Η,. Βε, 18 
(πποπ(α 十)+Ldsnxsn(u + vv)=B, 
(5.34) 
dauidnu 十 >) 十 dosniusn( 1 十 D0) 一 有 
A,、A,、As、4s 对 变量 4 是 常数 ， 但 都 决定 于 2” 的 选择 。 令 “一 0 
得 


Βιτοι Ὁ, Β.--ἁ{ηυ 
将 (5.54) 式 对 4 求 导数 ， 再 令 4 = 二 0， 由 (2.43) 式 及 επ(θ) 
-ἀαίο)-1ι, 8 
(επ Ὁ )' 1-4.5αυ--0 
(dnv)’+Asnv=0 
再 用 (2.43) 式 得 
Αιξάπυ, A,=Ricnv 
将 四 个 常数 代入 (5.34) 式 得 
cnucn(4+ vv)+dnvsnusn(ui+ vv)=cnv 
(5.35) 
dnudn(4+ v)+Rcnvsnu sn( 4+ v)=dno 
把 4 和 vw 分 别 换 成 一 《和 v 十 nw， 得 
cniucnv—dn(4 二 v)snusnv =cn(4+v) 
dnudnv—Ricn(4i+ v)snusnv =dn(u+v) 
由 这 二 式 可 求 得 cn(4 十 2) 和 dn(w 十 v)， 代 入 (5.35) 式 的 
第 一 式 又 得 到 sn( 4 十 v)。 
《2)、 间 搂 函 数 法 
利用 第 二 章 的 根 函 数 fi(i = 二 1，2，3) 和 .2 函数 的 加 法 
公式 ， 可 求 得 十 二 种 雅 各 比 - 哥 来 舍 尔 函数 的 加 法 公式 。 
由 (2.58) 式 及 (5.9) 式 得 
fi(ut+v)=F(u+v)—e, 
(5. 36) 
因为 


e;t+er=— ~—e; 
Pu— Py=fI( 4) fi(v) 

PU PU= ο Cfiu) fu) f(y) 
二 (oa 
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(Fu— FO PUT δυ--ει) = (PHu— 0) (PU εκ) 
0-6) (0 --ἐκ) 
(1) 111) --105)/11(5) 
将 上 列 各 式 代入 (5.36) 式 得 


ο (121) Cu)frCu) fv fo ) fo ) 
ΝΗῚ 要 11ο) (1) 11 (1) 
;1(.ἠ-υὴ----- -fs {1(0)1 
ο) τς σ)13 


利用 下 列 恒等式 
(αο-- δα)” ----(αἲ --δ3) (οἳ--- ἆἲ) = (ad ---ὂα)" 
车 令 a = 一方 (4) ὃ --ῇι(υ), ο --{, (1) κ), ἆ Ξ-{ι(σ)/κ(ο), 


则 上 式 简化 为， 
FF ο ) fC fu ) fas) 
f(s οτι A 


(5.37) 
对 规 一 化 格 阵 ， 令 ;=1，2，3， 则 立即 得 到 cs(2 十 v)， 
ns(4 十 55)，ds(4 十 vz)。 因 为 
GZ1 一 .JU 一 cs ὐ 一 cs 1 一 hs 0 —nsu—ds υ 一 ds 
Η (5.37) 式 得 到 下 列 比例 式 

lscs(u tv)ins(u + v):ds(u+v) 

一 0S 1 一 ns iicstnsuds2 --ες Ὁ Πς µ ἆς ἡ 
;CSDnsUdsz --ος μα ης ῦ ἆς 8 
:csUunsvdsu—csunsudsv,。 (5.88) 

3Η επ) 4 sn* υ ΕΑΠ, ΙΝΗΓ ΕΞ ΤΕΜ ΈΗΜ 数 
sn、cn、dn 表示 。 而 等 式 左 方 可 以 分 别 乘 以 sec(2 十 on ) 、sa(s 十 
0)、sd(4 十 2)， 则 得 
1:ecs(z 十 Dz):ns(2 十 7):ds(u 二 D) 

=sc(4 十 5): 1 :ac(C Γυ)ιἁο(α Εν) 

一 sS0(4 Γυλιοπ(η Γ9ολι 1 :dn(u+v) 

=sd(4 vv):icd(u + vo):nd(u + v): 1 

= {83 810d — SoCsd1: διοχάς — 82C1d1: $1Csd1 — S201d, (5.39) 


τς - Ce 


1059 


式 中 5s,、c1、di1 Πέλτοηυ, επ Ἡ, ἆπ ας, 5,. ος 路 表示 snz、 
ca 、dnv。 至 此 已 得 出 十 二 种 函数 的 一 种 加 法 公式 ， 但 对 sn、 
cn、du 不 是 经 典 形式 (5.30)~(5.32) 式 (当然 二 者 是 等 效 的 )。 
实际 上 每 个 函数 均 有 多 种 表达 式 ， 为 此 考察 下 列 和 矩阵 


οἷ -εὖ ΠΠ ειοράν + secld! 5ιοράι +szcld2 
δισιά»-- δοθράι οἲσὲ- Κ’ 1193 clcz - s152d1ds οιοιάι αρ ~ Rk/ 1559 
ειειά; ~ S2c1d!1 οιο) + sis2d1ds 1 — Rh2s2s3 dids + β’εισνσισο 
siC2d!1 一 sz2c1ds ειθχάι αχ - β΄ ὃς δρ ἅι ἂν 一 15152610 ατα + 828’ 2ε ες 


Απ Αἱ Αν 4. 
Aes Ace Ass  -Άεα 
απ: Are κ Α.. 
Αἱ... Αἱ Ass Au 
可 以 证 明 这 个 矩阵 的 秩 是 1。 实际 上 ， 任 意 阶 数 等 于 或 大 于 2 的 
子 式 均等 于 0 ， 例 如 

«Αμεσα (1-1 Rss) -51(1 --51}(1 --β! σα) 

-(1-α)ί(1-50 (1 --55) —h "1s 
Ξ- 4 άιε 
Αι Αα Ξ ΟιΟν(δτάΣ-- sidi) --διδνἄιᾶ, (οἳ --οἳ) 
=CC,(si— s3) διδιάιαε (51-58) 
= Assdye 

故 年 阵 的 四 个 列 矢 量 间 存在 线性 关系 〈 第 一 个 列 矢 量 元 素 是 (5. 
39) 式 最 后 一 行 中 的 元 素 )。 利 用 这 个 性 质 以 及 (5.39) 式 的 头 
四 行 的 比例 式 ， 可 将 十 二 个 函数 表示 成 四 个 列 矢量 的 任 一 个 。 令 
坊 、4 为 5s、c、?、d 中 的 任意 二 个 ， 册 得 

pol ut 0)— το r=s, ", ο, ἆ (5.41) 

当 v 改变 符号 时 ， 六 个 函数 中 仅 5, 改变 符号 ， 但 c,、ds 保 持 
不 变 〈 因 为 是 * 的 偶 函 数 ) 。 观 察 上 列 矩 阵 ， 当 ss 出 十 变 一 时 , 使 
4 一 dp。 由 此 得 到 1 


pa(u — 0)= 7 (5.42) 


(5.40} 


进一步 有 


ΩΝ 
sa 和 
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paq(u+v)p’aq (α- 0) 
4 ; Αι 4 
πο 3 Ξ ον. Ρ/ Ρ,α’ κα 
ρα(.- υ)ρο(ω-- ο)” (5.45) 


ΚΩ 


Ρο(η-Γυ)-ρο(α 一 0 ) = eet A 
4 
由 (5.41). (5.42) 式 得 
| = S153 _ διοιᾶν 土 sacsd 
sn (4 9) SCF Sod cc διδνάιᾶ, 
= δισιάν + διοιᾶι διοιᾶι + δει, 
1—hisis: ο ἆιά, τβἴσισιοισι 
= δισιά, Ἔ SsC2d οθο) -- (87 ) siss 
επί" Έυ)π ποιά, διοιάι, Cics + 5ιϑοάια, 
_ οιο) TF διδιάιαν d, οιοιάια, + (Ε΄ ) Sisa 
7 kisiss ~ νά, ε βδσιοισιο, 
SiCsd 1 Ἑδιοιά, _ οισ.1,α) Ἐ (AL 1515, 
ἀπί(ι + 9)= σοι, Ἐδισια, CCstssdid, 
-.α αἰ, 干 RSisaclCs _ did:s +k*(R’ }5151 
1 hss ~ dd,+k*s,scc, 
δὲ — δα Sicid, 土 siczd 
十 二 一 一 2 1 
sc(u Ευ) siC1d, Ἔ SaC2di cic?— (Rk ΤῊΝ 
- SiCsds + ορια, διοιάι + saC1d, 
C1Cs Ἔ δι sdid, cicsd 1d, Ἔ (hk’ δι, 
3 一 3 - SiCids 土 SacaQ 
sd(u + 0)= Sicsd 干 Socid， cic.d id, + (Rk’ 23， 
. SiCsds + δεοιᾶι 一 Siczdi 十 yzclda 
didsrhisssccs αἱ ΤΗΝ ΠΦΑΤΩΣΕ 
ος 8ιοιάν  δγονα, ος εἰοὶ--(Β’ }΄515 3 
cd(u+v) sicrdiTtscds  σιοιᾶιᾶ. + (Κ΄ ) Si3 
CiCs F $182d 1d, ος ὀμοιᾶιᾶν 于 《AR 0) 518 


™ did, Ἐ Εἴσιδιοιος αλα; (ο) SS: 
(6.44) 
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sa、cn、dn 中 的 第 三 式 是 经 典 的 形式 。 至 于 另外 六 个 函数 , 仅 分 
别 是 上 述 函 数 的 倒数 。 
还 可 以 得 到 ， 例 如 


1 二 +sn(4# 二 +v)sn(sC— 一 

1 οπ(α {- Ὁλοπ(α -- 0) = 一 人 人 一 

[1 Εεπ("--υ)]ίὖ1 Fon — 0) I= 

C1+tsn(u+ v0)ICi ο — 0)]=— 
(5.45) 


ΒΕΠ. 4 ι-- υ 1 (5.44) 式 得 到 各 函数 的 倍加 公式 ， 用 
3、C、d 表 示 snu、cnu、dnu 


2sed οὗ--57α" 
σπ(21) = Παρ» Cn (21) = 1 αλ | 


νην d 、 

dn (ο) 一- ας sd (21) = | (5.40) 
2scd 2 一 S2d 

sc (21) --α--πῃα» οᾱ (21) 一 πα 


85.4 和 雅 各 比拟 椭圆 函数 的 加 法 公式 


雅 各 比 Z 和 五 函数 具有 下 列 拟 加 法 公式 _ 
Ζ(η Γυ)- Ζ(1)ΕΖ(υ)- ΚΕ ςπηκπυςπ(η 十 D) 
(5.41) 
E(ut+v)=E(u)+E(v)—Rsnusnvsn(u+v) 
(5.48) 
先 证 明 第 一 个 公式 。 设 4 是 变量 ，v 是 常量 ， 考 察 函 数 
—Rkicnusnvsn(4+vo) 
-这 是 二 阶 顶 圆 函数 ( 格 阵 为 28")， 周 期 是 2. 2Η «ΤΕΛΟΚ. 
25? 玉 7 为 边 的 单位 胞 腔 内 具有 二 个 一 阶 极 点 4 τς, ε--υ 


ννννν:'."ν»”ν»'ν''»'''«»»ννΗΘΝν'::-'υυΨΟυνν'νν,,  .ϱ.ϱ.ϱµρλλω”-- 
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;天 ， 所 对 应 的 留 数 各 为 一 1 和 1。 由 83.7 中 关于 了 函数 的 性 质 
可 知 下 式 成 立 
-Ε επι ςπΌςπ(η Κυ)ΞΖ(ωγυ)- Ζ(1)-ο 
为 了 决定 常数 ce， 令 # 一 0 得 
| ο--- Ζ(0) 
代入 前 式 ， 即 得 (6.47) 式 。 
再 研究 函数 
1 --Κλ ποπ) 0 
根据 其 零点 和 极点 ， 可 用 西 他 函数 表示 如 下 
1 —hksn?u sm v=: ες η η 
二 边 取 对 数 ， 再 对 4 求 导 数 ， 并 用 (9.128) 式 得 
Ζ(ι Γυ)Εζ(ι-υ)-Σ2Ζ(1) 
2p2sm υσπ µη ἡ dn 
1 Risn’ usn vy 
这 是 加 法 公式 的 部 分 分 式 展开 式 。 

对 于 (5.48) 式 ， 可 将 其 改写 成 
Ε(“)-Ε(υ)--Ε(α--υ)--[ὂεμυ-ηυςη(.- υ) 
注意 x 是 变量 ，v 是 常量 。 对 二 边 求 导数 ， 用 (9.29) 式 各 

(55 8 )΄ =cnudn4 得 
ἀπ. --άπ (4 -Γυ)-ἠῥίοπι πα επ Όςπ(η 0) 
十 sausnocn(Ca 二 ID)dn(u 二 DID) 
令 4=0，sna(0)=1，cn(0)=dn(0)=1， 等 式 二 边 均 等 
于 sn*v。 因 此 (5.48) 式 是 成 立 的 。 另 外 也 可 用 类 似 证 明 
Z (4 十 2) 的 过 程 得 到 E (4 十 2?)。 


(5.49) 


85.65 西 他 函数 的 加 法 公式 
研究 下 列 函数 


asi(Co)+68(D) 
(23 ϑ.(υ-ο)ϑι(υ -ω) 


109. ' 


由 8$3.4.4 的 分 析 可 知 ， 在 适当 选取 常数 ae ὁ 时 ， 这 是 一 个 最 多 

只 有 一 个 极点 的 椭圆 函 煞 ， 因 此 必然 等 于 一 个 常数 。 由 于 aa δ 

还 可 乘 一 任意 常数 ， 因 此 可 使 F(")= 1， 从 而 
αϑ(υ):!-δϑ}(υ)-ϑι(υ -ω}ϑι(υ - ὦ) 

由 (3.73) 式 知 ， 四 个 8 函数 的 零点 依次 是 0 1/2.(1 十 7)72、 

xz/2， 考 虑 到 03.68), (3.Τ4) 式 ， 得 


v=0， b= 


ΕΕ.” 
将 G、 代入 前 式 ， 得 到 关于 9Η ΑΧ 
ϑὀϑιίυ {-υ)φ.(υ--ωλ)--ἠϑϊ(υ)ϑϊ(ω)-Ἴ-ϑ3(υ)ϑξίω) 
΄ (5.50.4) 


车 将 各 分 别 换 戌 0 十 -到 -和 巴 十 二-， 得 


ϑἐϑι(υ -ω)θι(υ-- ω) δε (0) 0) + (0 ) Cw) 
(5.50 ϱ) 


可 见 对 同一 8. 存在 二 种 表示 式 。 将 上 式 " 换 成 十 -元 -， 然 后 


再 将 v 和 ww 换 成 + 一- 和 十 -2-， 得 到 关于 44 的 Ἡ 
加 法 公式 如 下 
O00 0 —w)= (0 (ww) + 0 ) dw) 
= (0)9(w)+ (0) Cw) 
(5.51) 
一 般 每 一 个 394(? 十 w) 轴 (5 一) 都 有 二 种 表示 式 ， 以 此 类 推 
可 以 得 出 
θδι(ν -ω)ϑι(ν -- ο) = ) (wm) —H 0 Hw) 


--ἠῑ(υλ)ἠ]ίω)--ϑ2(υ)ἠἱ(ω) 
(5.52) 
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δά1δλ(υ0 Γωλδ(υ-- ω) = (wvw)— Hu) (Cw) 
--ἠίυλ)ϑ1(ω)--ἠϊ(υλ)ϑί(ω) 
(5.53) 
ϑἰϑι(υ -ω)ϑι(υ-)--ϑἰ(υλ)ϑί(ωλ--ϑϊ(υ)ϑϊ(ω) 
--ἠϊ(υλ)ϑ]()--81(ουλ)ϑ(ω) 
(5. 54) 
δίϑι(υ -ω)ϑ,(υ-ω)--ἠ1(υ)ϑἰ(ω)--ἠϊ(υ)ϑϊ(ω) 
--ἠ](υ)ϑ;(ω)--81(υ)ϑἰ(ω) 
(5. 55). 
ϑἰϑείυ -)ϑ.(υ--ω)--ϑῃ(υ)ϑί(ω)--ϑξ(υ)ϑἰ(ω) 
--φ)(υ)ϑί(ω)--ὑ](υλ)ϑ!(ω) 
(5.50) 
ϑίϑ,(υ -ω)ϑ,(υ--ω)--ϑἰ(υλ)ϑί(ω) -ϑϊ(υ)ϑϊ(ω) 
--ϑ(υ)ϑϊ(ω)-ϑ;(υλϑ]() 
(5.57) 
还 可 以 得 到 一 些 类 似 的 公式 。 
同样 可 以 证 明 ， 
θιθεθι(υ tw 0 w= (0 0) ,mw) dw) 
Ἑνὖ,(ο)δι(ο)8ι( 9) (19) 


(5.58) 
δ,ϑιϑι(υ--ὠ)ϑιίυ -ω)--ϑι(υ)ϑι(υλ)ῆ,()ϑ,() 


Ἔ-ϑι(υ)ϑι(υ)ϑι(ωλϑι(υ) 
(5.59) 
ϑιϑ.ϑι(υ + ω)ϑι(υ -ω)--ϑι(υ)ϑ.(υ)ϑ.(ω)ϑ,(ω) 
-ϑ.(υ)ϑ.(υ)ϑι(ω)8,(ω) 
| (5.60) 
上 述 各 式 中 令 4 =w， 得 信 加 公式 ( 右 方 等 于 0 的 式 子 
除外 ) 
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5 (20) = ὑτ(ο) Γὐδ(ο) 
ϑ2ϑ.ὑ,.(2υ)--ϑ1(υ)ϑ}(υλ){-8}(υ)ϑϊ( υ 
ϑενϑιίϑυ)--81(υ)ϑ3(υ)--ϑἰ(υ)ϑ1( υ) 
ϑ’},ϑ,(2υ)Ξ-ϑ}(υ)ϑ7(υἽ--ϑ1(υὐϑ( υ) (5.61) 
ϑ13.ϑι(2υ)--ϑ}{υὐϑ1(υ)--ϑ1(υὐϑϊ( 0) 

δτ0 (20) - δι(υ)- (0) 

δι «δι 20) ς 20) (0)9.(υ)9.(υ)ὴ (υ) 


8&5.6 三 阶 椭 加 了 清 数 gjy4 的 加 法 公式 


研究 由 giu 和 9,( 一 4) 构成 的 下 列 三 阶 椭圆 澡 数 ， 
f(u)=Ag.u+Bgs(— 4u)+Cb;, j=1, 2, 35. 4 
(5.62) 


4 、B 、C 为 常数 ， 函 数 的 周期 格 阵 为 20 ， 在 :一 0， 土 -3 


o，( 其 中 os= 一 ,一 D。，04 一 oO 一 oo) 点 为 简单 极 点 。 设 4 一 

v，4 二 @ 是 了 (4) 的 二 个 零点 ， 则 4 二 一 v 一 上 也 是 一 个 零点 

(因为 极点 之 和 等 于 零 )。 可 将 这 些 零点 上 函数 g; 的 值 表 示 如 下 
| συ =0,% | grw= by% 


gi(— v0)=6y, g1(—wW)=bys 
| οι(-υ-ω)Ξῦιχι 


οι(υ 0) 一 Dj3s 
这 些 函数 值 也 必须 满足 三 次 恒等式 (4.33)。 因 此 (α,, δὴ (k= 
1，2) 必须 同时 满足 下 面 二 个 方程 式 


AX+BY+C=0 
(5.63) 


χϑ- γ᾽--6πηκγ--1-50 
消去 x 后 得 到 关于 3》 的 三 次 方程 式 
(A:— BY) γδἠ-2Β(2πι; 45-- 8Ο) y+ 3C (2miA*— 80) 
一 (A+C)=0 
方程 前 三 个 根 是 y,，ys，Ys。 由 中 间 二 项 得 
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3B(2m; A:— BC 
A ) = 一 (y+ y+ ys) 


86 (2πι,.4'-- ΒΟ) 
A 一 已 : 


= ινε νι Γον 
由 此 可 求 出 


-- Βγινε!-Ο(νι-γι) 
> Byiys+C (5.54) 


ἔξωπυ, ΜΗ αι Ἔαι δι δε, ΡΤ 
Αι -Βγι-Ο-- 
Ax,+By,+C=0 
得 到 比例 式 
A:B:C=Y— YX πα 
将 B/C 代入 (5.64) 式 得 
Χινᾶ--ΧΚὶγὶ 
ον ys 


故 加 法 公式 


gv+w)= 09 (TW) ουο](-- υ) (5.65) 


σγυσι(-- υ)--σγωσιί-- το) 
若 ! = 岂 ， 则 这 个 公式 不 能 成 立 ， 需 另 求 答案 。 由 (4.33) 
式 得 


giugiut gi(— 4 )g(— 1)—2md ασ, (-- 4) 
σσ u)g(u)1=0 

令 4 二 0 得 

myi— x gt 2mx1 ~ yg(— 0)=0 
假设 1 (v)=Agiv+ Bgi( 一 2)= 0。 与 上 式 比较 可 以 得 到 A 和 
B， 再 代入 (5.63) 式 第 一 式 ， 同 时 用 第 二 式 可 以 得 到 C。 由 此 
可 见 ， 若 满足 下 式 

A:B:C=2my— Xi:2mX— να τοπη νι 1 
则 得 f(v)=f'(v)= 0。 因 此 w =v 是 函数 的 二 阶 零 点 ， 而 
另 一 个 零点 是 4 二 一 20。 因 为 6myxiy1= 二 Xi 十 yi 一 1， 代 入 上 式 
得 


B _ α- δγί-- 1 


ο (ο) εν] 2) 9, 
将 该 式 代 入 (5.64) 式 ， 并 νι--ν,, 18 


- 《xi 十 1 νι 
3 一 


ys 
故 倍加 公式 为 


(9 和 十 1 一 
gr (20) = (5. 66) 


. 一 一 
na 


第 六 章 ΙΒ ΤΙ 2 


86.1] 前 言 

椭圆 积分 与 枯 圆 函数 间 有 着 很 紧密 的 关系 ， 在 前 面 音节 中 讨 
沦 椭 圆通 数 时 ， 已 多 次 涉及 到 椭圆 积分 的 问题 。 

在 第 一 章 中 引出 了 栖 圆 积分 的 定义 ， 给 出 卫 尔 斯 特 拉 斯 和 勤 
让 德 的 三 种 标准 椭圆 积分 的 形式 ， 并 通过 第 一 种 椭 加 积分 的 反 演 
πω μην. 

ο πο να Κω 分 天 。 
ΙΕ 8 2.8.1 中 还 讨论 了 将 勒 让 德 第 一 种 销 贺 积分 转换 为 卫 尔 斯 特 
ο 

在 8 3.3 中 讨论 了 勒 让 德 第 二 种 椭圆 积分 及 由 此 而 引出 的 拟 
椭 贺 函数 gu， 此 外 还 讨论 了 第 二 种 全 椭 国 积分 巨 。 

因此 ， 我 们 对 栅 圆 积分 已 有 了 个 初步 的 了 解 。 但 棋 圆 积分 的 
问题 远 不仅 限 于 这 几 个 方面 。 本 章 将 要 较 全 面 而 概略 地 研究 椭圆 
积分 中 若干 主要 问题 。 这 些 问 题 包括 ， 
”将 普遍 椭圆 积分 化 简 成 三 个 基本 顶 圆 积分 ， 

椭圆 积分 中 多 项 式 的 变换 ， 

πα {8 [ΒΙ3Β2}. 

全 椭圆 积分 的 微分 方程 ， 

椭圆 积分 的 车 干 计算 和 超 帆 圆 积分 的 化 简 问题 等 。 

若 R(x，y》) 是 x ,了 的 有 理 函 数 , y= 二 (x), 如 果 P (x) 
是 三 次 或 四 次 多 项 式 ， 则 下 列 积 分 


| Rx, YY)ds (6.1) 


称 为 椭圆 积分 。 椭 加 积分 一 般 不 能 册 初 等 函数 表示 ， 但 也 有 例外 
情况。 如 下 列 积分 


---... 
γα δις 
式 中 1 为 整数 。 令 ft = 二 x*， 则 可 化 为 下 形 积分 

τ ( | "αἱ 

2 1γ ΕΠ ο 
这 个 积分 是 可 以 用 初等 函数 表示 的 。 因 此 若 已 (x ) 为 三 次 或 四 
次 多 项 式 ， 而 (6.1) 式 可 以 用 初 第 函数 表示 的 ， 则 称 之 为 假 椭 
贺 积 分 。 至 于 P(x) 超过 四 次 ， 则 称 之 为 超 椭 圆 积分 ， 在 $ 6.7 
中 将 予以 研究 。 

86.2 化 一 般 椭圆 积分 为 基本 形式 
可 以 将 一 般 椭圆 积分 转换 为 几 个 基本 椭圆 积分 的 线性 组 合 。 


椭 贺 积分 (6.1) 中 的 R(x，》) 通常 可 以 表示 为 
h ο. 


(6.2): 
y= P(X)=ax’ ap «Κάκ-- @ (6. 3) 


式 中 R(x)、R.(x) 为 x 的 有 理 函 数 。 积 分 | R(x*) dx 可 用 


有 CCX，2y) 一 民 (xX ) 十 一 全 一 一 


初等 函数 表示 ， 而 | CRKx)712? dx 是 椭圆 积 分 , R,( x) 可 以 表 
示 为 
δια) owt ο > η (6.4) 


k=0 m= 1 着 = 
式 中 Οκ, δ... αν 为 常数 。 因 此 可 将 一 μπι 圆 积 分 化 为 下 列 二 种 : 
积分 


1,= {Sax (6.5) 
dx | 
ποσο (6.6) 


首先 研究 P(x ) 为 三 次 多 项 式 时 ， 如 何 将 [om、/ 表示 成 三 
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个 基本 椭圆 积 分 Πο, Γι. J 令 
P(x)=axs+bx:+cx+d 


求 下 列 微 分 
d ----- γος, χ᾽ 3ax2z 十 20X 十 α 
EA Aa 1W P(X)+ 3 VP 


_ kx*"!(ax*+bx*+cx+d) 十 x"(3ax’+2bx+ ο) 
= ΠΕΣ 2vV P(x) 


οι ο... 
ς 


十 +) dt ] 
求 积 分 ， 利 用 (6.5) 式 的 符号 ， 得 
(4 十 -Js ὁ(ὰ - 121 


+ 人 4 + 二】 Ι, Ἑαβίν.,-«"ὙΡΟΞ] (6. 


这 是 关于 上 的 递 推 式 。 令 名 二 0，1，3， 依 次 得 


3 
2 


-2 als+2bl, 十 -ᾱ- ο], 二 dj= xy 五 rz 


a7, 十 5 十- οἶι- ν P(X) 


7 
2 


可 见 J。、Js、7, 均 可 用 1。、 了 表示， 其 余 可 以 类 推 ， 即 (8.5) 
式 中 为 任意 正 整 数 的 积分 均 可 用 To、 六 表示 。 
对 于 积分 (6.6) 式 。 用 变量 置换 法 , 令 1=x* 一 c， 则 得 


αἶ 十 387, 十 cl, 1-24}, =x POY 


1" 
jm 二 EC (6.8) 
四 一 一 1， 一 2，… 


这 里 Pi( 1) 是 三 次 多 项 式 。 积 分 1 与 天 相似 ， 其 递 推 式 仍 


ο ο ο.” 
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是 08.7) 55, ΒΕ (6.7) 式 中 令 k= 一 1， 一 2， 依 次 得 


二 ET 


-到 a 7 一 六 7- 一 -J .~ 2d {οπή ν΄ P(t) 


其 余 类 推 。 式 中 a δ’, ο’. ἆ ΦΠΑ Εις 1) 的 系数 。 可 见 
积分 J» 均 可 用 (ιν το J 三 个 来 表示 ， 即 


人 xz 一 ce) {x . 
7 “5 Ρο’ 
αχ 


-{ ο. 
ντα οὖν Ρέας) 


显然 V,= [ον 7 了- 一 7 一 cJ ο 总 之 ， 当 P(x) 为 三 次 多 项 式 时 ， 
所 有 椭 属 积分 均 可 用 基本 椭圆 积 分 1。、/,、J 表示 , 它们 分 别 是 


| 区 A | a 
I P(x) Jv Plx) (χ--οὴν΄Ρ(αχὶ 
(6.9) 
这 三 个 基本 椭圆 积分 依次 称 为 第 一 种 、 第 二 种 .第 三 种 椭圆 积分 。 
三 次 多 项 式 的 标准 形式 是 卫 尔 斯 特 拉 斯 形式 
PCx) 一 4 和 2 一 9 一 gs 


代入 (6.9) 式 得 


( 
) γα σα σι (6.10) 
[ 


αχ 
| (% 一 C) αχ) --σικ-- gs 


/= 


这 三 个 积分 称 为 卫 尔 斯 特 拉 斯 第 一 种 、 第 二 种 、 第 三 种 标准 酉 加 
积分 。 由 递 推 式 得 
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τη 一 4x 一 92X 一 9s 十 15 gz。 
(ar 
,= } ν΄ ἀχῖ-- σχκ-- gs 一 10 χ 4xX 一 92X 一 gs 
+-3 gl lol (6.11) 
20 9111 10 θείο . 


J [到 一 一 一 一 
2 (κ 一 C )*Y 4x3— gsx— gs 


2(1,--οἷι) -- (6ε”-- 1/24.) 1, 
- 4X 一 gx 一 gs/(X 一 ο) 
4C 一 92C 一 gs 


其 余 类 推 。 
其 次 ， 研 究 P(x ) 为 四 次 多 项 式 的 情形 ， 分 析 过 程 同上 , 但 


采用 两 种 不 同形 式 的 多 项 式 
P(x)=ax’+4ax 6G:+ 49sx 二 a, 
Ξδι(κ-- ο)" Γὐι(α-- ο) Γθῦι(α -- ο)" 
Γάδι(α-- 6 ) 十 6， (6.12) 
得 下 列 第 式 
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d ΓΕ 5.. XX  . 
(wv FU) (κε ey 


ΧΤΕΣ . χτΉ 
十 2 (28 十 3)0 ΙΦΟΝ 6(ὰ - τα, ;7 
二 2 (2k 十 1 λα. PE Σον ， (6. 13} 


119 


(α --ο) το 


-全 [CD Do VE 
十 2 (28 十 56 二 2 一 
十 6(R 十 1 σα. 
十 2 (2k+ 1 )b, το ΕΣ SS 5 (5.14) 


(6.14) 式 积分 后 令 & = 0，1，… 得 
2aols+6als+6a 1+2as l= POX) 


3aol st 10aTs+120sds+6asl t+ado = xV P(x) (6.15) 
{6.14) 式 积分 后 令 k = 二 一 1， 一 2， … 得 
(bo—2b0 7 2 (ὐι-- διο) 1], 十 六 一 20.7 一 7 


ο ο ο 


ο γΡ(α) 


-Ty (6. 16) 


ο 


利用 递 推 式 (6.15). (6.16), Ελ 1ο. Ιι. Ιι. Μι 为 基本 积 
分 ， 可 以 推 得 任意 椭圆 积分 [κ δι... 5: ΕΒ, Ρ(χ) 为 四 
次 多 项 式 时 基本 积分 似乎 多 了 一 个 ， 但 后 面 将 要 看 到 在 P(x ) 为 
标准 四 次 多 项 式 的 情形 下 ， 仍 然 仅 有 三 个 基本 椭圆 积 分 。 

四 次 多 项 式 的 标准 形式 是 勤 让 德 标 准 形式 


Ρ(α)--(1 --«Ὁ (1 — hx’) 
ο ο ας 


ο ο ο ο µπµ-”- ΠΗ ΥΗΗΙ 
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-| dx - - αφ 
P= VO ΞκλΏ Εκ κ) ν΄ 1--Βοίηὶφ 
X 一 Sin 中 
1 - Rix? - πο CE τρ 
ΕΞ [/ tdx= ντ R2Ssin “中 άφ 
=| dx 
Π-]Ώ Hrd VT SC SE 
dx 
ΜΙ (1 — ce?sin i #1/ ] 
(6.172) 
因而 得 
| 六 一 下 ἃ 
ly (x”) 
7 -{ ' xdx -. [ { 2 
να Ρατ /α-ωα-βκὸ 
T=(F— FEF)/R 
ax 
“一 τα -ο)ν (1 --αἲ(1 -- hx’) 
- (χ--ο)άχ | 
=] 《和 2 一 CA —x’) (1 — Rx’) 
τὸ ὁ (x) | 
=| (x? cy (1 οκ. χα] οκ) σ TI 
(6. 18) 


上 式 中 , Ji 第 二 行 的 第 一 项 积分 和 Τι 积分 均 能 表示 成 初等 函 Ἂς, 
因此 所 有 横 圆 积分 的 可 能 用 无、 已 、 开 表示 。 由 大 的 递 推 公 
式 得 
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1]. --(1 -β}],--ν΄--αγ(!--Εἴχὴ - 


3k27,— 2 (1+h T+/= XV (1 --αΏ)(1--ᾖλκλ) (6.19) 
关于 几 的 递 推 公 式 可 由 (6.16) 式 得 出 。 


86.3 第 三 种 椭圆 积分 


在 第 一 和 第 三 章 中 已 研究 了 第 一 和 第 二 种 标准 椭圆 积分 及 相 
应 的 全 椭圆 积分 瓜 和 巨 。 上 一 节 讨 论 了 这 种 标准 梓 立 积分 与 基本 
椭圆 积分 间 的 关系 。 对 于 第 三 种 桶 圆 积分 除 在 以 前 给 出 表示 式 外 ， 
尚未 正式 讨论 过 。 本 节 将 讨论 各 种 符号 的 第 三 种 椭圆 积分 。 
先 从 第 三 种 基本 椭圆 积分 出 发 
αχ. 


ΓΕ ον ρα) (6. 20) 


设 P(x) 为 三 次 多 项 式 。 可 将 一 般 三 次 多 项 式 变换 为 卫 尔 斯 特 
拉 斯 标准 形式 (参见 36.4.1)， 有 


| αχ 
| 
dx 
-| 下 = cJ (x δια 一 ez) (区 —es) 
取 变 换 


(6.21) 


a 
YX 一 也 
参看 由 (2.29) 式 到 (2.28) 式 的 变换 过 程 ， 则 上 述 积 分 化 成 
下 式 


1 一 


tat 
[er σσ 


以 上 各 式 中 4、65 、c 、d 、。 均 定常 数 。 再 令 + =2， 并 使 常 
数 挑 一 化 得 


ee 
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2:42 
(1—Az)V (1 --σ (1 — hz’) 


这 是 经 典 形式 的 第 三 种 椭 图 积分 ，A4 是 常数 。 令 2z σπα, 18 


(6.22) 


{ . 2147 - κα άν 
(1 -- Α21γ΄ (1 --ᾱ(1 --βρ) ) 1 -- καλα 


当 4=0，1， 久 时 ， 分 别 得 到 下 列 三 个 雅 各 比 函 数 的 积分 式 
aam | ος πάη. | sd*udu (6.24) 
对 于 其 他 任意 4 值 ， 利 用 (2.32) 式 ， 其 被 积 函 数 为 


SI η 1 


-- 一 一 1 
σα - θα ποἲ-4 Pu- Flv κ”) 
这 里 4=F(v --ἶΚ/)--ειξτπς (0 十 iK')==hisn*v， υ 是 对 应 
. 4 的 常数 。 可 见 被 积 函 数 在 2 == 土 v 十 iK 上 具有 一 个 单 极点 。 
因为 (sn*0) --δεπύοπυάπυ, Ἢ 
Rsnocnodng 一 一 8/ (υ +iK’) 


再 考虑 到 (5.14B) πῶ, ΠΙΗ͂Ι (6.25) 式 得 


(6.25) 


} Ν 
hsnvcnvdnvsn η 7 (v ης”) 


1 一 Asniosni Su— Flv HiK’) 


= 一 EAU -iK’) -ot (ut vtik’) 

+t+t(v+iK’) (6. 26) 

将 上 式 第 二 个 等 号 二 边 积 分 得 
1 (5 «(ο ἘΚ’) 
2 j」 Fu— (0 十 拟人 

_ 1 o(u—v—iK’) 

i ) 
这 是 卫 尔 斯 特 拉 斯 符号 第 三 种 标准 椭圆 积分 。 雅 各 比 曾 用 HI( 4， 
υ) Ἐπὶ (6.26) 式 第 一 个 因子 的 积分 ， 即 


{αξ(υ--ἰΚ’}) (6.27) 
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u ᾖ3 2 ， 
nCu, v)= | ατομα dw (5.28) 
被 积 函 数 还 可 以 用 Z 函数 表示 ， 由 加 法 公式 (5.49) 得 
hrsnvenvdnvsn’u 
1 一 R2sn2osn2xr 


-. 1. -. 
一 -也 Ζί"--υ) 


--ῃ-Ζ(ν 1υ)-Ζ(ο) 
因为 


1 Θ(ι- Ὁ) 
ο ln -Bturoy εντ) (6.29) 


这 是 雅 各 比 符号 的 第 三 种 标准 椭圆 积分 式 ， 这 里 用 昌 、Z 代 蔡 了 
(6.27) 式 中 的 9 和 5 。 可 以 证 明 二 者 是 等 效 的 。 

κ (6.29) 式 中 的 sw 和 v 互 换 位 置 ， 并 注意 到 @ (uw) 是 偶 
函数 ， 则 得 


Do, wy la oz) 
1 Gu 一 yz) 


-2 int 二 TD 
将 上 式 与 〈6.29) 式 相 减 ， 则 得 
Πία, v)—I(v, 4#)=uZ(v)—Z(#) (6.29 A) 
亦 可 求 得 下 式 
Πία, υ)-Πί(ίυ, π)-Ξ-ἠξ(υ)-υξ(ι) (6.29B) 
利用 下 等 式 
5η 1 


1 
1 --βξ-η)οεμ  ᾖλςπ]υ | 1 --[ὂςηδυςη τη 1 ] 


可 将 第 三 种 椭圆 积分 (6.29) 式 分 成 二 个 部 分 ， 即 


sn μα: __1 { dy |) 
| Lt—hisnivsnd Risn’y ἱ 1 一 R2sn2osna24 η { (8. 50) 
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右 方 的 积分 式 是 勒 让 德 第 三 种 椭圆 积 分 ， 记 作 I(®， n, k), 


Δ | --εηι-- Sin 中 ， π----βὂςῃ”υ, 得 


IC ， απ, 天 κα 


-上 dt 
9 ο (1 αὶ γ΄(!1 -1(1 --ἐ 


αφ 
-Γ (1 十 xsin2g)y 1 一 Asinzg “(6.31) 


不 难看 出 勒 让 德 第 三 种 椭 回 积分 与 雅 各 比 第 三 种 梯 加 积分 闻 关 
系 为 


π(Φ, π, ο... Πίπ, ο) (6. 32) 


ἜΤ ΕΤΕπ 8185585513, ἈΝ 
用 BB 表示 如 下 ， 


Π 二 一 一 一 (6.33) 


Sn 
这 使 得 (6.31) 式 被 积 函 数 1/C1 一 sa/sn 的 极 反 是 士 B， 
局 期 是 (2, 2Κ’0, Ας: ΡΜ ΠΙ 以 按 (4.18) 式 用 
πι 


f (2) 一 一 GE 一 BD) 十 0 3 -βε) 


- ΝΗ 
sn 
式 中 αι 和 α, 是 函数 在 极点 的 留 数 ， 可 以 求 得 
_ 5Ββ -snapb 
κ“. 2cnBdnB ” ον 2cnBdnB 


ο ο ο 


ο ( “η ο) (6.34) 
-βοπα--ἠιϑι(υ)/ϑ,ϑ.(υ), 8 Τ2ΙΦΆ 
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Sn =[ saw (sn αγ’ Τ᾽ = 人 -和 lsass 


cnudny ἱ sn4 


.- 


故 二 个 留 数 可 以 写 为 
于 | 2 18 ποιος) αδ()) 
在 (6.34) 式 中 令 " -= 0， 得 。 


c= 一 第 lah (a 起 )=-208) 
故 得 到 当 4 过 一 1 时 勒 让 德 第 三 种 标准 椭圆 积分 的 表示 式 


{1πϑ.(υ)-ἰπϑ,(υ)} J 


1 ή 2 ) 
= ΔΣ ... τ ΠΝ 4 bi( 起) 
ΛΝ 2K 
， 1» 8 
9, Bt 
一 «ας β : 号 τ 
ΠΤ; δα) 
， 4 < 
1 < 一 1 (6.35) 


除了 ?+ < 一 1 外 ， 还 有 三 种 情况 , 即 一 1<2 < 一 锅 一 尼 < 
fn 之 0，7 之 0。 对 此 在 (6;35) 式 中 分 别 将 了 B 变 成 KK 十 论 ,B 十 
iK’,，(B 十 K') i ， 相 应 4# 变 成 一 dn*(B， ΠΣ Asc 
(βΒ» δ’), ΜΙΠΊΒ 
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μα. ΕΥ / 了 -- id (B, R’) 
Ππ(φ, dn*(B,R’), ἃ} - ποτ πώς Ῥ 
1 τ) 有 
OO -1η9: (ο) 
—1<nr<—h, ο«β« κ’ (6. 586) 
5η β 


ΠίςΦ, — Rsn β, Ελ parp 


1 A 
ὃς (η) " αβ "i \ ak 
. ' 2Κ 
—k<n<0, ο«β«κ (6. 37) 
ἃς οἳ / smCB，RD)cnCB，R) 
[[( 中， βὲςς 6, δ’. k) πας δ, ῥὴ 
8 ( 4 十 市 _ 
1 人 2 d 
4 :4 1 --[β γη a6- 一 In， (ος) 
Β 4 ρα 
n>0, 0<B<K’ (6. 38) 


仿 4 一 及， 得 到 ， 不同 区 间 上 的 第 三 种 全 类 加 积分 的 相应 才 
示 式 
(by)= Pp «6Β-ΚΕ(Β} (6.39) 


2 /Y= dc(B, Α’) 
Πι(-- ἀπ (6. 4 ))-κ-- μον (ᾷ- RY) 


[3 


Π, (psn:B) =K+ μι (ΚΕ(β}-ΕΒ} (6.41) 
1 


-(Ε- Κ)Β-ΚΕ(β, 6λ] (6.40} 
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Ti(Rsc*(B, δ΄ ))--Κοπ(β, 8)+ 
επ(β, β/)οά( 8. ΑΗ )Γ(Ε- Κκ)β 
ΓΚΕ(β, ἐ”η (5.42) 


$6.4 椭圆 积分 中 多 项 式 的 变换 
从 前 面 的 分 析 中 知道 ， 对 于 椭圆 积分 | R(x，》)dx， 被 积 


函数 y -ν΄Ρ(κ), Ρίαχ) 可 以 取 以 下 几 种 形式 
1， 三 次 多 项 式 


忆 ,=bx3 十 cx2 十 ax 十 e (6. 49) 
2. 四 次 多 项 式 
己 ,= ax 十 bxs 十 cx 十 Qx 十 € =aoxt+ 4ax? 
十 6a2%2 十 4Gs% 十 G。 (6. 44) 
3， 卫 尔 斯 特 拉 斯 标准 形式 
， 了 矿 一 422 一 9ox 一 9s (6.45) 
4. 惑 让 德 标准 形式 
L=(1—x)(1—hx’), «1 (6.46) 
5， 第 三 种 标准 形式 
T=x(x—m)(x—1) (6.47) 


第 三 种 标准 形式 是 由 A. R. Low (1950) 提出 的 ， 它 是 介 于 卫 尔 
斯 特 拉 斯 和 勒 让 德 标准 形式 间 的 一 种 形式 , 兼 有 二 者 的 某 些 优点 。 
实 罩 上 考虑 较 多 的 是 前 四 种 间 的 转换 问题 。 这 四 种 形式 是 可 以 互 
相 变换 的 ， 但 最 令 人 感 兴趣 的 是 将 普遍 的 三 次 和 四 次 式 变换 成 头 
二 个 标准 形式 。 原 则 上 讲 ， 知 道 了 了 P;~ 忆 , 间 的 一 种 变换 ἈΠΡ-- 
工 间 的 一 种 变换 ， 以 及 上 二 组 间 的 任 一 种 变换 就 够 了 ， 其 余 变换 
均 可 通过 中 间 变 换 而 得 到 。 但 实用 上 不 通过 中 间 变 换 而 进行 任意 
二 者 间 的 直接 变换 会 更 方便 些 。 当 然 ， 将 标准 形式 变换 成 普遍 形 
式 是 很 少 适用 的 ， 故 我 们 把 注意 力 放 在 下 述 几 种 变换 上 
PP Pr>Pss W> Ls, ην 
Γεν Pr>L; LT7 


128 


其 中 PP ->P ,已 在 431.1 ΗΛ, 1 ΗΕ ΒΕ 8 3.3.1 πμ} δ 
过 。 下 面 除 P,> 工 将 在 $6.4.2 中 讨论 外 , 其 余 四 种 将 在 $6.4.1 
中 讨论 
86.4.1 多 项 式 间 的 几 种 变换 

--. ΡΕ 变换 

设 四 次 多 项 式 P=ax“ 十 bx 十 cx* 十 dx 十 8 有 一 个 根 x, 是 已 
知 的 ， 用 如 下 变换 

% 二 XX 十 


代入 Ρ, 中 得 


4 3 / 2 
P= al(x+ -) ΠΟΠ οσα.) 


+d{( x+ )+ © = Ρί t) 


已 (了 ) 一 (ax 二 bx 十 cx 十 dx 十 ὁ γί" 
η ΡΟ ΣΩ 
3- (δα, κί--ὀδκι-- οί Γ(4σκι-- δ) {1 -Γ α 
Ξ-Β/3-- οἱ ἡ- Dt+ α--Ρι({} 
因为 x, 是 多 项 式 的 根 ， 故 ! 的 系数 等 于 0 ， 即 忆 ( 1 ) 是 三 次 多 
项 式 ， 得 
στο -BCT (6. 48) 


二 、W 一 L 变换 
ἘΚ Ἐ μὲ 
[--ἀχ)--σιχ--ᾱι--Α(χ--ει)(α--ει)(αχ--6ς) (6.49) 
分 二 种 情况 ， 一 种 是 ei( i = 1，2，3) 为 实数 ， 另 一 种 是 @ 
只 有 一 个 是 实数 。 
当 @i 全 是 实数 时 ， 设 ἐ26ι28ε, 取 如 下 变换 
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χες re Ree γα... eles 
12 2 6ι--θι) ει--θ, 
(6.50) 
58 W= 4 (e—e6) (1 -0)(1 -β"Ῥ)/} 
dx 
γάί(α --ε)(α --δι) (κ 一 ea) 
--αἱ 
"νεο γα αμ 15) 


当 ο, 中 仅 有 一 个 是 实数 时 ， 设 
el= Q Γ/β, ειξα —jB, es=—20, (9269) (6.52). 
这 时 需 经 过 三 次 变量 变换 。 
第 一 次 令 * = 二 a 十 B/E 得 


dx ... 
VACCX 一 7 二 BC(x 2α) 


dE 
ΠΙΕΣΤΕ: 6.55 
第 二 次 令 Ἐ-π ΔΆ 
δα. 1- . ο ο) δα α..παγττπ 
ον 或 入 ,0o=y (30):+B 
得 
46 - 
2ν΄(1 ΓΣ (Β 1-3αΕ) ξ 
/7 dn 
"ντ 1) (π”--λ3) 6.59 
第 三 次 令 
> 入 1 _ 1 δα 
下 
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ΜΝ An 
2B ν C+ 1) (nN\) 


-1 dt 
2σ Ὑγ΄(1 -1(!1 —kY) 
ΑΠΘ ΡΙΓΑ ΕΕ 
Ἕν Ρι μι 
取 也: 一 bx 十 30x2 十 3bx 十 Ds (6. 56) 


(6.55) 


16 
Ρε (4“5--φιί--σ) 


δὲ 
--- 3 3 1 3 2 
8:-- 4 (b3— bb,), gs= 16 (3b0b1b, --2ὐ1 --δὴδα) 
αχ - at | 
VP(x) γα) --ρῖ--θ. (5.51) 
πι. ΙΤ 
令 一 τς ο 
μου ο πι) γι -- 5} 
dx 加 一 di 
ντ εκτ ΧΕ τος πο 5δ) 


86.4.2 化 四 次 多 项 式 为 勒 让 德 标 准 形式 


惑 让 德 标准 椭圆 积分 是 比较 适用 的 ， 因 为 它 仅 有 一 个 参 变 景 
k， 且 有 一 个 实数 周期 ， 这 在 数值 计算 上 是 方便 的 。 因 此 不 经 过 
中 间 步 骤 直 接 将 椭圆 积分 中 的 普遍 四 次 多 项 式 化 为 勤 让 德 标准 形 
式 无 疑 是 令 人 感 兴趣 的 。 下 面 来 研究 这 种 变换 问题 。 

假定 P(x) 的 四 个 根 为 x,/、x;、xs、%， 因 此 可 将 了, 写 
成 四 个 一 次 因子 的 乘积 ， 再 分 二 组 集合 起 来 ， 即 


my ο... 
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P(x)=P,P, (6.59) 
P,=p,x*+2q1x+ri= p(x --ᾱι) (x --ᾱι) (6.60) 
Ps= Ρε” + 29.%+ry = p(X —%) (x 一 2 
引入 新 的 参数 和 和 所 ， 使 得 已 一 人 P 化 成 包含 有 5 的 完 侈 平方 
式 ， 即 
Ῥι-λΡι-(ρι-λρο(α-Ε3 
-Οι-λρι) x*+ 2 (αι --λοι) x 十 
(τι--λτι) (6.61) 
为 使 这 个 关于 x 的 二 次 等 式 成 立 ， 应 有 


Em dN er Ar 
δι--λῥι δι--λΡα 


分 别 约 去 5 和 入 得 
(αι --λᾳ)᾽-(δ.-λῥΡιτι--λτι)-ο (6.62) 
(piq;~ P91) E+ (pirs— pr1) E 二 (qir 一 gr 一 0 (6.68) 
(6.62) 式 的 二 个 根 和、》X 与 (6.63) 式 的 二 个 根 5 ξ, 是 互相 
对 应 的 。 在 进一步 讨论 之 前 ， 先 来 考察 一 下 (6.63) 式 根 5、8。 
. 的 属性 。 
当 P(x ) 的 系数 是 实数 时 ， 四 个 根 <,、x:、xs、x4 或 者 全 
是 实数 ， 或 考 部 分 是 实数 ， 或 者 全 是 复数 。 但 如 有 复数 根 ， 一 定 
是 成 对 出 现 。 由 此 可 以 证 明 ἒι, ἕξ, 是 实数 。 方程 (6.63) (8 ΒΙ 
别 式 为 . 
D= (διτι--Ριγι)᾽-- 4 (Ρις, -- Pag) (qirs~—q271) (6.64) 
能 将 D 用 Β (1) 的 根 表 示 ， 为 些 比较 〈6.60) 式 的 系数 得 
24|----Ρι(Χι!|-χι), r= Pix,%X, 
24; ----Ρε(Χκ.ε1-Χι). rs = ΡιΧεΧι 
代入 (6.63) 式 得 
(Xi1 二 Xo 一 Xs 一 %) E+ 2 (Xa,— Χικν) E 


十 XX (δη κ) 一 XsX(X) 十 X;) 二 0 (6.65) 
代入 (6.64) 式 得 


Eb em 
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D= (Αιβε) (ανα, πια) 一 (αι κε κει) 
[Χ.Χ͵(Χο!-Χὶ)--ΚιχΧ,(Χι Χο) 1} Ξ-αξ(αι-- κ) 
(ανα) (Xs — Xs) (Xs — αι) (6.66) 
若 四 个 根 金 是 实数 ， 可 选 αι »κ,»ακ».,, {Π5»0. - ΕΠΕ 
区 间 (αι, κ) Β (ας, κ) ΑΒ, 就 可 以 使 刀 > 0 。 若 ανα, 
是 实数 ，x:、xs 33, ΠΙ 
(αι αι) (Xs — Xs) 一 |X 一 Xe 
(ανα) (εαν) κιτ κι” 
因此 妃 >> 0。 著 所 有 根 均 为 复数 ，x,、xs “ΕΕΒΕ δι 
(2 一 %s) (Xs αι) κιτ Xx) 
(..--α.)(α;--κ.)-ε|κι--κἠξ 
故 刀 >> 0 总 是 成 立 ， 因 此 ἒι, ἓ, 是 实数 。 现 在 回 到 《6.63) πὶ 
当 加 gx 一 加 9 二 0 时 ，(6.63)》 式 有 二 个 实数 根 E,、5E。， 并 
δὲ λιν 、》) 为 《6.62) 式 的 根 与 5 Ἐν 对应。 将 这 二 组 根 (8,, 入 1) 
和 (ξι, 1.) 代入 〈6.60) 式 得 
Ρι-λιΡ,-(Ρι-λιρι)(α --ξι)” 
Ρὶ-λεδι--(Ρι-λερι)(χ-ξι)᾽ 
由 此 可 以 解 得 Ρ.. 5. 的 表示 式 
Ρι-ὀ.(α--ξ)”--οι(α-Ε)” 


Ῥι-ὀι(χ-Ει)᾽!-οι(α--ξι)᾽ (6.67) 
b= _As pi ~ Ai 一 入 : λεδα _ ῥιξε Γι 
! 一 入 ΠΠ 一 8 
ο 一 一 λιριτλιλερι βιξι Γάι 
1 λοπ-λι Ει--ξι 
b, = pi—Aips - βιξο Τα, 
入 :一 λι E, --ξι 
一 访 λεβε βιξι δι 
7 λ -λι 1 一 与 2 
一 
κ... x -ξι 


由 〈6.59)(6.67)》 式 得 
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P(x)=PP,=(x --ἔν) ο (2) 
(2) 5- (9,5 +e) (bs2* οι) (6.68) 
并 有 
dx 1 dz 
ΛΕΥΚΕΣ 
4 Ριθυ--Ριαι- 04, (6.683) 式 的 一 个 解 是 E ----αι/Ρι-- 
一 gq/ps， 而 男 一 个 为 8E =o0。 将 gq; = 二 一 Epi(i 一 1，2) 代入 
(6.60) 式 ， 5Ρι--ρικ᾽-22ριξκἼ-τ,, 或 
Ρι--ρι(α--Ε)ὂηττι--ῥιξ" 
Ps=p,(x—& }" σι θιξ” 
Φ2-α--Γξ, ΗΝ 
Ρικ)-ερι2᾽!-(τι-ΡιΕ)7τδιαΗ-{(τι--Ρ͵Ε7 
这 正 是 〈6.68) . 式 中 Q(z) 的 形式 。 由 (6.65) 式 可 知 ， 只 有 
一 个 5 解 时 意味 着 χι 十 xs 一 %s 十 Xe， 这 表示 P.(x ) 出 现 复数 根 。 
此 时 由 (6.65) 8 ἔ = (% 十 %,)/ 2 --ᾱι/βιο 
现在 来 研究 将 Q(z ) 转化 为 勒 让 德 标准 形式 L (1)=(1 一 
(1 一 Rf?)。Q(z) 只 能 取 下 列 形式 的 一 种 
(α--:”) (ο”--Ζ3), (于 一 0 (21-03), (αἲ-- 23) (2 一 的 
(α)--25) (22 十，《〈 生 一 Ga) (2-3), (53 -- αἲ) (2' -- θ3) 
πα, 为 常数 ， 下 面 分 别 讨论 之 。 
(1) Q(Cz) 一 (全 一 2 (0-2), αυ 22 
取 变 换 Z --δί, 得 Q(z)=abL(1), ΕΞ δ/α 


dz 1 αἱ du 
VO a VHD α (6.70) 
t αἱ 
因为 , 0 ντ. ᾽ " 1 二 snu 
得 z=bsnu, k=b/a (6.71) 


(2) Ο(2) -(2:--αἲ (11-03), 2» α» ὁ 
取 变 换 z2 = a/1，, 得 Q(z2)=(a/1)'L(1), kg=6/0 


ei eerie pe te 
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ο dz - ο αἱ . 
Οία) av Lili) 
-... ὦ .ὀ 
τ ση 1 9 k= a 


(3) Q(2)=(a—2) (1-3. α5»2»4 
取 变 换 σ'--α(1 Κλ), ἔὲ-- 1 --ὀξ/α’ 得 
Ο(2)- αμ 1 --τλ) 
dz αί 
Vo) αντι) 
--αάπη, k= 1--ὐὶ/αῖ 
(4) Ο(2)-(α”--23) (2.03, αλ 
取 变 换 z22=a*(1 -{5), ἐ’--α)/(α’-δ᾽, 8 
ο) --αρ(ά (1 bt) 
dz αἱ 
VOl2) να-κν 1 (1) 
z= a cnu, ΕΚ --α/(αἳ -Ε 03) 
(5) Ο(Ζ)ξ(2- αἲ) (21 03, 2 Σα 


a: b? 


歌 变 换 23 一 Πα βΞ-- ~ 
4 (+b) 1 一 她) 
18 ο(2)- κο, 
dz 一 df 


V OU να ΥΓ 


-.. 2 如 
ών στ ἡ . 6 t+ 
(6) Ω(α)-(αἠ-α) (2-0), α5» δ 
取 变 换 


2 --. 2 
ο. βὺ--1-- δ 


(6. 


(6. 


(5. 
(6. 


(6. 


(6. 


(6. 


78) 


78) 


79) 
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得 Q(z)= 1 
dz αἱ . 
ΩΣ αν ΤΠ (5. 80) 
Σ --.. ἆ στ ἃ 6 kh?2=1— δ' (6.81) 
πα = πας . 


8$ 6.5 全 椭圆 积分 K 和 的 微分 方程 


惑 让 德 曾 证 明 ， 第 一 种 全 椭圆 积 分 到 和 天“ 满足 下 列 微 分 
方程 


-入 -εαν' -号 ---)- ku= 0 (6.82) 
为 了 证 明 这 个 方程 ， 对 全 椭圆 积分 的 参数 式 进行 微分 。 由 下 式 
π/3. -er dt 
Κ- Γ AT 一 Rsinz 员 ,7 1 —{2)(1— Ek) 
Ε-- Po AT do= (| 3 ΤΕΕ αι 
1-8 
8 
κ ρι M2dt 
dR Γ Υ΄(1 --Β)(1 -- ἐγ) 
-1ρι αι Κ 
; ο Υ΄(1 9 (1 -μ δν Ε΄ 
根据 7 
gd ja 1 ιτ ων 1 一 在 
ο Ll 1 一 外 下 
βῊ» ht2y 1 --0 


ΙΝ V CLI 1 一 82 二 十 六 ν΄ Ch 251 5) Ξ 


na 
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FYI ΚΡ 
ν΄(1 RS ν΄ (1-- (1 --β) 
γ Πε kA 

1-5 ν-θγ(1--βγἱ 
求 积分 后 ， 得 


β’ ται - 1 ΞΕ 
Γι ν΄ 1--Θγ(1-- [γ᾽ «ο ,/ 1 一 ἀ ΞΕ 


因此 得 . 
d 
ds = 记忆- (6.83) 
又 
αΕ _ π/2 β sin 中 Ε-Κ 
ἀξ] ο 6-60 
由 (6.88) 和 (6.54) 式 得 
dvadKNV dE dK 
-所 (人 ας - ας ἜΕΚ λα 
= 了 -一 了 + ahK pp: αΚ 4 -ἐΚ 


(6.82) 式 得 证 。 | 
用 类 似 的 方法 得 EE 及 Ε΄ -KK' 满 足下 列 微分 方程 


sd /, ἀν 
.. τε ρα -+ ο 


所 得 到 的 关于 模 数 的 导数 公式 可 以 证 明 勤 让 德 关系 式 


(6.85) 


ΚΚ’ «ΕΚ-ΚΚ'----- 


藉 助 微分 可 知 等 号 左 方 等 于 常数 4， 并 能 发 现 dq4/dR= 0， 故 
A 是 与 6 元 关 的 ， 为 了 确定 这 个 常数 令 h 一 0， 即 得 4= 


π/λ. 
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3 6.6 全 椭圆 积分 的 计算 


实际 应 用 中 经 常 出 现 第 一 、 第 二 和 第 三 种 全 椭 图 积分， 其 中 
Κ. ΕΒΕ 的 函数 ， 而 第 三 种 全 椭圆 积分 Πιπ, κ) 则 同 
时 是 ”和 有 & 的 函数 。 


π/2 da 
ΚΚ)” ν΄ 1 一 Rsinz 中 
1 αἱ ᾿ 
-| 0 ν΄( 1-1(1 ΕΣ) (6.86) 


ΕΞΕΟ)Ξ[ /二 RS αφ 
1 σπα ο με ᾽ 
-{; ] ο 1 (6. 87) 


“x/2 . αφ 
0 (1 二 asinz 中 )Y 1— hsin:q 


“1 dt 
0 (1 -πν (LH RY (5. 58) 


这 些 全 椭圆 积分 均 可 展 成 及 的 级 数 。 由 (2.48). (35.40) 式 


De 


π δι (2πι)|(2π1}} om 


一 一 (6.89) 
4155 4 
2 τὶ 2 σι) 
π 1 13.5 ,,。 1:97:56 
ΕΞ |1- 2 
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ο κο οσο 
τ Δ Dm γι (πι | (5-90) 


可 用 超 儿 何 级 数 表示 天、 无 。 因 为 
α. ῥ 
1 


κ 


F(a, ὃν ο, 1) 1 τς 


α(α-1)' -- 
ο(ο-- 1).1. 


十 
-{4}5(6}α κ. 
-Σ Cem 
可 见 这 一 级 数 在 6 二 b 一 112， 一 1，Y 一 让 时 变 成 2 开 /T， 
Πᾷα--1/1, Ὅ-ι/1, ε-ι, χ-Αῆ, 变 成 2 瑟 / 工 。 
故 得 


1 
(6. 91) 
Ε---τ(--ῃ' -Ε» 1; ϱ), μις 1 
(6. 92) 


”将 所 换 威名 ?一 1 一 和 ， 则 得 
ου 
Επ ο Ετσι ο 1) 1 τ) 
利用 超 几何 函数 的 变换 〈 过 程 略 )， 得 到 
ΟΣ 


- ΣΕ} τῶ πα ντι 


(6. 93). 
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2 
Ε’ η ε(-Ξ- -1. 2, μ΄ ιο --ᾱ-- 


δα) 


ΕΣ σποτ 


1 ) pe 
2 js (πιρ)(πι-- 1} 


-tr | (6.94) 


对 于 第 三 种 全 椭圆 积分 ， 类 似 瓜 和 巨 ， 利 用 被 积 函 数 的 二 项 
式 展开 式 可 以 得 到 


,， 下) 一 Σ C3) αι κ. 8. 95) 


IRI<1 ιπίς1 
式 中 
πι [ἡ 
ΓΙ 有 
r=0\ | 
是 二 项 式 展 开 式 的 简写 形式 
由 上 可 知 ， 在 & 和 # 已 知 的 情况 下 ，K、K’、E、E/ 和 I, 
{5, β) 均 可 以 通过 上 述 级 数 计 算 。 实 用 上 可 以 得 到 收敛 更 快 
网 级 数 ， 因 为 在 4g=e” 已 知 时 ， 可 以 得 到 收敛 很 块 的 西 他 级 数 ， 
而 、 世 等 均 可 表示 成 西 他 级 数 形 式 。 
从 (3.117)”- (3.119) 式 中 已 知 


RK’ 
Κ' τ. - Te 
K= 3 85 ΤΝ ἵπτ--]ῃ ， 4 ε 
(6.96) 
δὲ 84 
一 一 ”9 β’ ----}- . 
Γῇ 83 (6.97) 


: 电 Ω.76) 式 得 
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κ. ντα Σ ”| 


他 二 1 


(6.98) 
这 是 天 的 西 他 级 数 式 。 对 于 瓦 ， 由 3.6 的 分 析 得 


αξ 
dnm= 7 ἰαϑιίυ)!--6 


K 


-.1 ϑί(υ)ϑ.(υ)-81(υ) 
4K? ϑί(υ) 


ἘΚ . 4 Ξ2υ 
当 v 一 0 时， ἀπ ας 1, 3 一 0， 


oo 
ϑ΄ = B87 λ (一 1 σαν” 


πΞξ 1 


代入 上 式 ， 并 利用 (3.76) 式 的 48 


(一 1 ) ΛΙ ρ) 


πι Ξ 


Ξ (6.99) 
λα. 一 1 γὮ κ ΄ 
由 (3.92)-«(3.94) 式 得 


(6.100) 


(6.101) 
至 于 天 “和 三 "很 易 由 (6.96) 式 和 勒 让 德 关系 式 得 到 
Kr Kl 


5 (6. 109) 
= 1 + 了 RRR- 从 (6.103). 
ἐπὶ (6.98)”- (6.108). 1ΕέπΊΕ α ΒΗΓΡΙΥΓΦ ΒΑ. κ 

/ / 


Κ΄. Ες Ε',. ΜΑ ΛΕΙΝΠΗ (6.97) 由 给 定 的 来 计算 4 


尔 斯 特 拉 斯 曾 假设 
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提出 了 很 方便 的 计算 方法 。 实 际 上 常见 的 是 0 过 过 1， 并 有 
0<h' 之 1 。 故 上 述 条 件 是 能 满足 的 。 设 


ο ανα 
λ ri (6. 104) 
将 (6.97) 代入 得 
入 一 1 ϑιτὸ, 
4 2 $s 二 + 
) - 9 {ο} ἠ-ᾳ7δ--... (8.105) 
1 十 29 十 29 十 29 十 和 … 
该 方程 对 9 的 可 能 解 是 一 个 窒 级 数 
4 一 入 十 GO 和 5 十 Go 十 as 十 
用 逐步 逼近 法 ， 可 以 决定 出 系数 96， 从 而 得 
ο --λ -Γ2λὶ--18λ9-Γ150λ15--1Τ07λ1Τ«Ε20910λ31-Ε... 
(6. 106) 


由 《6.104) 式 知之 一 。 故 级 数 《6.106) 收 化 很 快 , 仅 需 取 头 


几 项 ， 即 能 得 到 很 好 的 计算 精度 。 


利用 已 算出 的 9， 代 入 (6.98) 和 (6.102) 即 可 得 到 KK 及 


天 ' 的 依 。 此 外 应 用 西 他 函数 (i 二 1， 


展开 式 ， 可 求 得 函数 值 。 又 应 用 


2，3，4) 的 9 级 数 
(8.119)--(3.120) 可 得 


1 ϑι(υ]τ) 
πω, βλ θζσ/τ) 
ον ϑι(υ!τὴ. 
αμ(., σπορ Coal) -- 
η. ϑι(υ[τ) 6.107 
ἠπίυ, hk)=y Eh oy 
,Fr _ Κ/ 
μ΄ Q& 一 er 一 e Κ 


Εκ 


Οὗ Ὁ ΕΕ ος ο... 
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由 此 可 以 求 出 sn# ，cn4，dn4 等 函数 值 ， 或 在 已 知 μὴ 数 的 情 
况 下 ， 推 算出 变量 4 。 


$6.7 化 超 椭圆 积分 为 标准 形式 


下 形 椭圆 积分 
αχ 
ος (6.108) 

Βάση ἘῚΚ, ἐν Ἐ Ε.Ε ΒΑ 分 。 凯 369 (Cayley) 
曾 用 变量 置换 法 ， 将 其 转化 为 具有 互补 模 数 的 二 个 标准 椭 贺 积分 
之 和 ， 从 而 解决 了 求解 这 类 特殊 超 椭 贺 积 分 问题 。 下 面 进行 具体 
分 析 。 . 

先 引入 二 个 常量 5 和 以 ， 它 们 与 上 的 关系 为 
1+Y αν. 1ο Ὲ «(τὸ ) 


?一 "Varae ΤΝ εὐ 


γ΄ 2 153 β. 


(6.109 Α} 


δ;--δ᾽ῆ--ι, > 一 εδ’ 5 (6.109B ) 


再 引入 变量 替代 x， 令 


ν-.... (ἐλ _ (6 θέ 
ν 1 bry 1-1 2-2 


(6. 110) 


ΤΕΕ, ντ ας 
因此 可 以 得 到 
《1 十 XX)(《1 十 kx) 
(0 Fb ) γ 有 (日 十 BE 
στ) ] + μπι ] 


了 
=L1T+ 


ϐ Cayley: Ellivtic Function, Cambridge, 1895, P. 360 
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等 式 右 方 分 子 为 
(z -2’)'--(1 5 Β)(δ-δ’ζ᾽( 2 μη 
-Κίδ-εδ'/)'ζ'--(Ζ-2’)'Ἴ-25(α-2’᾽ 
t(DP—6 Ἔ'-(2-2’)'-25᾽(2 2/3. 
-(2"--α’Σγ᾽--(2 ἠ-2’}ϊ(α 十 2 站 十 2 
«(2-2 --2(2 +2 )(2+2 :+6) 


--4(2--2’)᾽ 
从 而 得 
(1+ x)(1 rh) Er (6.111A) 
类 似 过 程 得 . 
(1 — 4)(1 τς μα (6.111B) 
对 《6.110) 式微 分 得 


1 dx 1 
pr 
ζ κα δ’ "τ 
ΜΠΕΕΣΔΩΏΡΝΝΕΙ ) 
将 b= 1 —2， bt? = 1 一 2/ 2 代入 上 式 得 
dx 2() Γὔ')ας 


VX (44227 (8.112) 
将 (6.111A、B)， (6.112) 式 代 入 (6.108) 5:8 
,.«(ξ (2 42')αξ 1 
Ζπ το (b+b ΙΝ VT δρ Υψ. ΕΕΚ 
᾽ 全 ἀξ 
0 ]ν΄ί!1 τί 1 --δ3ζ3) 
ας ὶ (6.113) 


ντι τοι ZX 


ο ο ο ον ο ο ο ttt 4” -- 
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至 此 已 将 超 椭 圆 积分 (6.108》 化 简 为 模 数 b 及 补 模 数 5 的 二 个 
标准 椭圆 积分 之 和 。 


令 e 一 V2 十 2 并 用 雅 各 比 函 数 的 反 函 数 形式 , 则 (6.113) 
式 可 表示 为 
οσον (ξ, b)+sn'(E, ὁ’) (6.114) 
由 (6.111Α) 和 (6.110) 式 得 
(1+x)(1 {καζ--; Ἐν ερ 
将 (6.109C) 的 第 一 式 代 入 上 式 得 


ΠΝ 2(1 λα 
C= TT FI FR) (6.115) 


与 (6.108) 式 相似 的 更 一 般 的 超 字 圆 积 分 具有 下 列 形式 
dx 


2- | i rs (6.116) 
式 中 入 是 另 一 种 独立 参量 。 令 

ος. εαν ν. 1 γαλ. 

ν΄(1 5 β)(1 -λ}᾽ ν΄(1--Ε}(1-λ) 
(6.117Α} 

ΥΈ-ν -- 1 ΕΥ΄Ελ 
να ΡΑΣ λ) γ(1-- β)(1 -λ) 

(6.117Β) 


pr ov 2 b/c ἊΝ 
ο.“ 


用 类 似 的 分 析 ， 可 以 得 到 形式 上 与 《6.114) 式 相同 的 结果 


DZ=sn'(t, 6b)+sn'(E, ο) (6.118) 
TT 和 /GELT+RDCL 十 入 ) 区 
4”... γα ου 


απ! Τ 18651} 
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- f καχ . 
Ζ-Ιναζτπ τα λα αλ 4-13) 
可 以 表示 为 
EZ=sn':(€, ὃ)--εα (ξ, ο) (6. 120) 


Ε-νΈλ1-ε)(1--λ) 
Ἁ η ξ, ἐ, ο1Ε (6.118) 式 相同 。 

利用 变量 变换 可 将 一 般 椭圆 积分 化 为 超 椭 贺 积 分， 由 此 可 以 
看 出 超 椭 圆 积分 的 一 种 化 简 方 法 。 令 


Ax 

ἩΠΙΦΕΣΗ (6.121) 
则 有 
_ αν . 

z= [πο σττορ (6.122 Α) 

_ Α(1 --Βχγάχ 
πα + Bx)i— Αχ}[( 1 + Βκγὲ--σΑκῚ (6.122 8) 

ν΄ 4(1 - Βα)άκ 

上 (6.1220) 


常数 4，B 与 &， 和 \ 间 的 关系 可 以 由 下 列 等 式 得 出 
χί(1 -Βα)᾽-- ἀχ]{(1 -Βα)᾽--σ.ΑΧῚ 
-αχ(1--αχ)(1--ἑχ}(1 λχ)(1 --ᾱλχ) (6.123) 
| . 


故 
Β'--μᾶλ᾽, Β-- εν λ, Εν Ελ 
(1 -Βχ)'.---Αχ--(1--χ)ί(!1 -ἐλχ) 
(1 -Βκγ'--σάχ--(1 -ἀχγί 1 λα) 
由 此 得 


A— ον R= 1 --ᾱλ 
oA— 2VA=—k-\ 


sa 
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4-(1 ΥΕ. σά--(΄β-ν'λ)᾽ (6.124) 
(8 --ν΄Ελ) 
ἘΠῚ Β---Υ̓Ελ, Έ 
Α-(1-νΈ.; σλ--(Υ΄ ΕΥ 1); (6.135) 
(Β----ν΄Ελ) 
可 见 形 如 (6.122B) ΗΝ [812 π| 88 Β}4Ε ΒΑΡ Η(6. 121) 
式 化 简 为 普通 椭圆 称 分 〈6.122A), ΜΑΣ πιθεθθ Β|712}, 


而 超 椭 圆 积 分 (6.122B) 与 (6.122C) 是 等 效 的 ， 二 者 常数 间 
关系 如 (6.124) Βὰ (6.125) 式 所 示 。 


第 七 章 ”椭圆 函数 的 变换 


$7.1 椭圆 函数 变换 的 一 般 概 念 


研究 椭圆 函 数 的 变换 实际 上 是 研究 具有 不 同 双 周期 椭 阅 孙 数 
间 的 关系 。 设 有 二 椭 轿 函数 中 (4 )， 中 (4)， 其 双 周 期 分 别 是 
(201, 224) (20, 229), 并 假定 Ι.(ω2/ω{)7» 0, Ι.(ῶ;/ῶ;}» 
0 。 并 且 二 者 的 基本 周期 间 满 足下 列 关系 式 


ΕΝ... 


a 


从 二 


b 
ο (Τ.2) 
ο α 


Ἅμα, δ, C， da,， # 是 整数 。 椭圆 函数 变换 的 一 个 重要 性 质 
是 在 满足 关系 式 (7.1) 的 条 件 下 ，P (wu) 与 2) 间 存 在 一 
代数 关系 式 


Ρ{φ(α), YCu))=0 (7.3) 
为 了 证 明 该 关系 式 。 令 
ὦ! --τω, 
0 = Sh 
r，# 是 整数 ， 因 此 有 
ὥς a β Φι a β 
Επι 
4 Υ ὃ Ws Y ὃ 
ΦΜΙΣΕ(ι)5 (η ]ῶι, ὧν), ΕΠΕ) (αι, 29) 的 机 
ΙΒ μἑ ἀκ }41 πῇ Ἐὲ πὲ .σ(μἰω,, ὦ)) 的 代数 式 ， κεφ) 和 中 (ww》 
都 是 偶 函 数 ， 且 周期 为 (2% ，26%)。 因 此 这 二 个 函数 ΕΠ ΜΕ 
(4) 的 布 理 冰 数 表示 ， 即 
φ(ι)-ΚιΡ(α)}-αχ, YC4)=RAEF(u)I=) 
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由 上 二 式 中 约 去 (mu )， 就 得 到 关系 式 (1.3), 实际 上 考虑 (7.1) 
就 是 够 了 ， 此 时 
χ-σ(μ]ωι, ὧν), I =F (UD, ον) 
Ρ(4, ν)-ο (7.4) 

ΡΕα, 的 多 项 式 ， 并 是 关于 >》 的 次 方程 。 我 们 将 4 称 为 变 
换 的 级 数 。 并 把 所 研究 的 变换 称 作 n 级 变换 。 | 

车 生成 元 (ω,, ο) 的 格 阵 为 QRQ， 而 生成 元 (αἱ, ον) 的 
格 阵 为 8 。 不 难看 到 ，Q 的 单位 胞 腔 在 面积 上 是 Q 的 4 入， 在 
全 平面 上 Q" 格 阵 点 的 密度 仅 是 Q 格 阵 点 的 119 。 可 以 将 @Q 看 成 
是 8 的 一 个 子 格 阵 ， 而 Q 是 人 的 4 级 格 阵 。 一 个 特例 是 当 (7.1) 
式 中 的 6 一 c=0,0=d=m, 则 Q/ 是 Q 的 mm 级 格 阵 。 因为 Q 
与 Q/ 间 存在 〈7.1) 关系 式 ， 故 


OD) [ 4 -ο [oA | 
[os) “5 
Ds» L -ὖ 4 3 
ΗΒ ΠΩ 是 8' 的 4 级 格 阵 。 因 此 一 般 有 ， 若 QR 与 QQ 的 # 级 格 ΕΕ 
相似 ， 则 #8 与 8/ 的 % 级 格 阵 相似 。 
π 二 1 的 变换 称 为 一 级 变换 ， 所 有 的 一 级 变换 构成 一 个 群 
( 模 群 ， 关 于 模 群 等 概念 见 下 一 章 )， 该 模 群 (任意 一 级 变换 ) 可 
以 连续 应 用 以 下 两 个 基本 的 一 级 变换 而 得 到 


ι ο 0 1 
τ.-[ | | | (7.6) 
~、1 1 人 一 1 ο 


即 任意 么 模 恋 的 是 并 。 和 Τ᾽ 的 老 的 乘积 。 因 此 研究 一 级 变换 可 以 
限于 研究 了 .和 Tv 
类 似 地 ， 二 级 变换 可 以 限于 研究 所 谓 朗 当 (Landen) 变换 


ΠΝ 0 . .| Ἴ C9.7) 
.. ΝΡ “lo 1 | 


而 任意 二 级 变换 了 :可 以 写成 了 一 人 Te， 式 中 了 和 Τι 是 么 
ΣΑΡΗ, 
m 级 变换 订 以 有 如 下 二 种 
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| 
“(7 νη; 
oh, lo 


ΘΙ 
上 | | (7.9) 
ΠΝ 


第 一 种 变换 是 第 一 个 周期 (2@,) ΦΕΒ Επι, ΠΠ Ἡ 变换 是 
第 二 个 周期 (2o:) 被 mw% 除 。 可 以 证 明 ， 任 意 % 级 变换 能 用 上 述 
第 一 种 和 第 二 种 变换 加 上 二 个 一 级 变换 来 表示 。 

若 有 变换 


[og α .“. |α 
a, ος} 
四 
了 一 ITI= π 

Y 8 


用 加 表 示 %， 有 的 最 大 公约 数 ， 使 

| . α =ma, B=mb 
则 有 二 个 整数 c，d 存在 ， 使 

ad—bc= 1 


B . 
= (7.10) 
ὃ 


即 
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也 是 一 级 变换 。 设 πα πι 有 
,J 
Υ ὃ 0 1 ᾳ 1 
Fr πια mb | 


κο. 


mia mib 
一 多 


Ga 十 rc qb+m,d 
即将 数 对 (ζω, 24) 变 成 数 对 (2ῶι, 2ω1) 可 分 为 四 个 变换 ， 
第 一 周期 的 乘法 变换 ， 一 级 变换 ， 第 二 周期 的 乘法 变换， 一 级 
变换 。 


87.2 一 级 变换 
可 能 的 一 级 变换 有 下 列 几 种 


1 ο 1 0 0 1 
人 
0 1 1 1 一 1 0 


(7.11) 
-| | Γι η ΜΙ 0 | 
了 .一 ， Τις ， 了 。 一 
0 1 [- ι ο) ιι- -ι 
其 中 了 . 是 自身 或 相等 变换 。 后 三 种 均 可 用 卫 .， 刀 表示 ， 即 
Τ.ΞΤΙΤΙΤ,, Τ,-Τ,Τ.Τ,Τω Τ.--Τ,Τ.Τ.Τ.(Τ. 2) 
因此 对 于 一 级 变换 ， 主 要 是 研究 了 .和 了 7 了， 下 面 人 钱 究 不 ᾿ 函数 的 
一 级 变换 。 
{1} 卫 尔 斯 特 拉 斯 函数 
在 $1.2 中 曾 指 出 格 阵 @ 的 生成 元 不 是 唯一 的 ， 一 级 变换 前 
后 的 生成 元 产生 同一 格 阵 吕 。 由 于 函数 (8)，o (4)，C(u) 
以 及 不 变量 9g,，gs 和 A =9; 一 27g. 仅 决定 于 Q， 因 此 它们 对 于 一 
级 变换 是 不 变 的 。 但 在 格 阵 点 上 某 些 函数 值 所 对 应 的 常数 要 产生 
次 序 上 的 变化 ， 或 产生 相应 的 变化 。 


对 于 函数 ，(u)， 由 (2.12) 和 (2.13) 式 得 
ἐπ POM, ὧν), ἐπ (ών]ῶι, 0,), 
εξ (--ωι-- ῶν]ῶι, Ον) 
(Ωμ, ὢξω, Όες --ὢι-- ὧν) 
ἔς ΤΙ, ὠιπωι, ὢᾳ”-- 1 十 中 
ει ο (ωι]ῶι, ο1)--6ι, επ FVM Ὡς) ΞΕ, 
6 一 天 (一 0 一 03101，03) 一 es 

可 见 变换 后 ，e: 与 e* 调 换 了 人 位置， 其余 类 推 。 今 将 〈7 .11) 式 的 
各 种 变换 的 οι, ο; Κ @ 列 表 如 下 


变换 αἱ as έι ε εἲ 
了 ， ο) ὤ, έι 6) θα 
Τ. Ca ωι-Γῶ, el έι es 
Τι (0) 一 6. έι 2s (7.13) 
了 。 DT Os Ds 6ε 6» 6ι 
Τι -ὦιῶ, τοι Es έι 6ε 
Τ, Ds 一 由 一 0 6; Es 6] 


在 一 般 变 换 了 7 〈 见 (7.10) πὸ) 中 ， 若 a 和 8 为 奇 整数 ，B 
和 7Y 为 偶 整 数 时 ， 我 们 把 这 种 变换 称 为 和 -变换 。 对 于 入 -变换 
ει Φ(ωι]ῶι, ωλ)---(αω,--Βωρῶ,, Ων) 
--.Φίωι)-Ξει 
因为 函数 的 周期 是 20,，2%m,， 而 0 一 1 和 B 均 是 偶数 (包括 0) 
的 原故 。 类 似 可 以 得 到 62 二 es，e3 二 es。 
对 于 函数 01( 4 )， 由 (5.18) 式 知 
πο ο 1-1» 2,3 
由 于 (44)，o(w) 均 不 随 一 级 变换 而 变化 ， 故 91 与 e; 相对 应 ， 
随 着 不 同 的 一 级 变换 而 改变 次 序 。 
对 于 函数 E(u)， 出 (3.6) 和 (3.9) 式 得 
VM= CW, m3) = ξ(ωτ!ω,, ὦ;) 


-(αω,-γβῶῶ;, ὦ,)Ξ-αη,«βη, (7.14) 
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η. ΞΎΠ, --δη, 
可 见 ,，", 与 ol，os 有 着 相同 的 变换 。 
(2) 雅 各 比 函 数 
根据 (2.30) 一 (2.73) 式 ， 可 见 上 述 ) -变换 不 改变 雅 各 比 - 
哥 来 含 尔 函数 。 但 任意 其 他 一 级 变换 均 要 影响 雅 各 比 ~ 哥 ΘΊΚ 
函数 。 下 面 分 别 研究 二 个 主要 的 一 级 变换 。 
首先 研究 变换 了,。 考 察 下 二 个 椭圆 函 数 


X= επ (η, β), 7 -ομ(υ, δ), 5 一 -入 (7.15) 


ΜΕ ριδςπ (η, κ) 的 周期 是 2K,，,，i2K’; α-1Κ' 
是 二 阶级 点 。 另外 用 21,, 1321’ 表示 sn (0vz，8) 的 周期 ， 因 
此 在 4 平 画 上 3》 的 周期 为 2ML，i2ML’，4 =iML/ 是 二 阶 极 
点 。 对 于 了 ,变换 ， 有 


ΜΙ, 1 0 Κ 
Ημ) ον 
! iML’ 1 1 iK’ 


研究 》/ x， 这 是 一 个 偶 椭 圆 函 数 ， 周 期 οκ, 2 天 7。 根 
[Εν 和 x 在 单位 胞 腔 上 的 极点 位 置 ， 可 见 y /x 在 点 4 一 ?ML -- 
开 十 i 开 /处 具有 二 阶 极点 ， 而 在 zx =: 玉 /处 具有 二 阶 零 点 。 因 
为 >》 /x 是 偶 椭圆 函数 ， 故 可 将 它 表示 为 sn*(4，k) 的 有 理 函 
数 ， 即 


> 一 - 
x -}αχ 
式 中 4 为 待定 常数 。 令 4 -Κ, ΤΚΗ͂ 
1=1 pA? 
故 有 
οπή τρ, 5) ,2 
πο. Γκαν Ε (7.17) 


(区 ο)- β'επί., Κλ 
Πλ. | ἁπία, k) 


et 


为 了 决定 M 及 8， 将 上 式 用 4 除 ， 再 令 4 一 0， 得 


_1 pp 
六 ᾖ 
在 (7.17) ση, δει-1Κ ΕΙΚ’ Β 
1 4 {δ 
dh 0= ~ 


最 后 得 


/ πλ. ία, Κ) / 
sle 2 7 )--5 τση β) =k οἁ( 4, β) (7.18) 


同 理 (或 由 (7.17) πὸ) 得 


iR cn( 4, k) 
ο’ δν Er )= dn(u, py =cd( 4, k) (7.19) 


{β 1 - 
dn 人 Us --- nn, ὃν Ἴπά( ἠ, ) (7.20) 


“ΙΗ Ο, 1} 上 变化 时 ， /V1 一 如 =h/k 由 省 
变化 至 co， 故 (Τ.18)--(Τ.20) 式 为 具有 纯 虚 数 模 的 雅 各 比 函 数 
用 模 数 在 ο, 1 3 内 的 雅 各 比 函数 表示 。 故 这 种 变换 亦 被 各 为 虚 
模 数 变换 。 

其 次 ， 研 究 变 换 了 了 ,。 仍 用 如 “(7.15) 式 的 二 个 椭圆 函数 x， 
y ， 其 周期 分 别 是 (2K，i2K’) 和 (2ML，i2ML’), 所 对 


应 的 变换 为 
ΜΙ. 0 1 K 
Baws ο κε) πω 
iML’ -αἹ. ο κ’ 


因为 实数 和 虚数 周期 变换 后 互 换 位 置 ， 故 把 这 种 变换 称 作 雅 各 比 
虚 变 换 。 函数 


μα 
.. ο... ὁ) 
χ επ (η, β) 

在 单位 胸腔 中 的 x =iK’ 处 具有 二 阶 零 点 (因为 该 点 是 x 的 二 阶 
极点 ), 并 在 4 一 KK 处 具有 二 阶 极点 《因为 该 点 是 的 二 阶 极点 )， 


3 /κ λεπτα, κ) 的 有 理 函 数 ， 故 有 
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πα πμ )- Απο ι στ (1.25) 
"η, Φυξίκδ’, ΒΑΞ1Ί, ΓΑΙ ΕΦδιΞΚτίικ’18 


2 . 
9 ΤΙ» - 5Ώ (K+iK’, 8) 
sn (/, ήν δ} ε"(ΚΚ’, Κ}-1 


或 
ΠΝ 
-ᾱ----ἳ 
ἽΝ ἘΣ 
从 而 得 
3 -δ, Μ--Ἶ- 


Β1 (7.22) 式 得 ， 
sn (id, k’)= i δν, ΚΒ). ἱοεία, k) (7.23) 


cn(u, β) 
[8138 (或 由 (7.17) 式 ) 得 
cn (iu, πο τα β) (7.34) 
dn (iu, Wr) = Βλ αρα, β) (7.25) 


(7.23) 一 (7.25) 式 将 纯 虚 变量 的 雅 各 比 函 数 用 实 变量 的 雅 各 比 
函数 表示 。 
(3) 西 他 函数 
”首先 分 析 一 般 形式 的 一 级 变换 


[og Γα BY ΘΟ) α β 
ΕΙ Ly 1ο) Y ὃ 
(ω;--ῳο, ὦξω/) 
因为 一 级 变换 不 影响 o 函数 ， 故 由 (3.95) 式 得 
.ϑι(υ[τ) 
ΦΚ 


-ρωί eetwe Hoc 


o (4)=2%.e"1"!1 


HC017) 
式 中 
v= to 
ΠΠ - ο 
ο.-.5 - u Μπ υ 
δω 2ίαω,-βω,)  α--βτ 
/二 Υ 十 37 
α 十 Br 


ΚΗ 0.10) 式 得 


(ο. --ᾱς) (ο - am 十 BY ) μ 
29, 29’ ΘΟ) ao 十 Bo， 2 


. iBt "εὖ ἔβπυ” {βπυ3 
α 十 Br 


一 a+Bg τα’ - αγβτ 


=1 
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(7.26) 


(7.27) 


(7.28) 


由 (7.18) 知 ， 一 级 变换 时 ex 仅 是 交换 位 置 ， 故 判别 式 A 不 变 ， 


由 (3.104) 式 得 
Μο Ιτ . (ο) τ) 


(αρ: οὖ 


式 中 se = 1。 由 《7.27) 得 


(7.29) 


ο ol) 


[τὸ 


ἴβπυΣ 
Ω 8/2 ( β 
El -一 一 6 
7 οὖν 


ἵβπυξ 


α«βτ ο 


-εία προ.” 


i ο ο 


(7. 30) 
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以 上 是 一 般 形式 。 对 于 变换 T,，a&=Y=8=1，B= 0。 
Άν -υ, T=1 十 T(g 一 一 9 = 一 e""),，(7.30) 式 简化 为 
ϑι(υϊτ!-1)-εϑι(υ!τ) 
由 (3.66) 一 (3.69) 式 可 以 直接 得 到 包括 ε 因子 的 相同 式 子 如 下 


1 . 
Αι(υ]τ1)-ε 4 δ(ο|τ), 


1 _ ， 
ϑ(υ]τ--1}-6 4 (olr) (7.31) 
(olr-+1)=9(olr)，8(olr+1)=(olt) 
对 于 变换 Τι, σο, β-1, Υ-τ-ι, 5 一 0， 得 


,.. Ό ... 1 / 一 π 
ο --τ: τ ΓΝ (ms απ) 


097.30) 式 变 成 
δι = 
为 了 决定 :， 令 T= 二 i， 由 (7.29) 式 得 8 一 六 ， 从 而 得 
+( ο]. 1 )=-— i ide ot) (7.32) 
依次 将 p 换 成 " 十- ，u 十 -下 -一 -二 -0 一 到-， 由 (3.67 


一 (3.69) 式 得 
(一 |- )-κ- ναό” ol) (7.33) 


-一 -eg σ!τ) 


4 


τ 
-二 (--τ) εν (olr) (1.34) 
1 


ο ο .35) 


变换 7, 被 称 作 雅 各 比 家 变换 , 该 变换 很 适合 西 他 函数 的 数值 变换 ， 
“因为 当 很 小 时 9 接近 于 1， 使 fi( 5017 ) 收 伍 较 慢 。 但 经 变换 后 ， 
ο ολ... 


、 关 于 机 的 变换 式 ， 可 由 (7.33) 一 (7.35) 式 令 v= 0 而 
得 到 
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πο. ο (7.86) 
4 (0|— 1 ]-ς-πγ'ήφ.(ο]τ) (7.31) 
5(οἱ- ---)-(-π)'”'..(ο1τ) (7.38) 


而 性 式 由 (7.20) 式 得 
8 | - 1-)-(-νθ"θ(αίτ). (7.39) 


ὅτι» 二 级 变换 


二 级 变换 主要 有 三 种 ， 即 所 谓 朗 当 变 换 也 ， 高 斯 变换 Το, 无 
理 变换 了， 它们 可 写成 


2 0 1 0 1 0 
9 
0 1 0 2 一 1 2 


(7. 40) 

而 后 二 种 变换 又 可 用 朗 当 变换 和 一 次 变换 表示 ， 即 
Γε----ΤεΓιΤο Τι--Τ.ΤιΓι] Γι] .Τι (7.41) 

(1) 卫 尔 斯 特 拉 斯 函数 

” 对 于 朗 当 变换 
ΗΡΙ 
ao， 0 1 ΓΑ 
这 是 第 一 周期 被 2 除 的 变换 21 一 一 0,，04 一 0;。 已 知 函数 
PW) 的 周期 为 (2%,, 20,), 格 阵 为 20 记 作 多 ( 1410. 0,) = 
ον ο ας 0 )。 为 了 得 到 这 
个 变换 结果 ， 考 察 下列 梢 圆 函 数 

{ία}-.«(π|2Ω)Η-.Ῥ(--ω!|2Ώ) 
ἵξτι, 2, 3 (7.432) 
很 明显 有 上 (ua +oi) = f (1), ΙΝΕ ΒΗ” Ω,, ΖΩ, 是 它 


.------} 


ee 


108 


的 半 格 阵 。 该 函数 具有 二 重 极点 ， 其 无 限 部 分 是 (4 一 of) 2 在 
Ω, 的 单位 胞 腔 上 无 其 他 极点 。 故 根据 刘 维 尔 定律 知 


flu)= ος τι) ο (7.43) 
C 是 常数 。 该 函数 在 平稳 点 一 -on --ᾱ--ῶ ων, οι( 91) Ε 


的 平稳 值 可 以 由 下 式 (参见 (5.17) 式 ) 求 得 


6ι-- ει) (ει-- ἐκ) =6, + 


Fi)= οἱ -- ΚΡ 


ας (ειτ- 1) (6η -- ἐκ) 


函数 格 阵 是 28。 令 4 一 } οι (Ρέα) 得 


[-{-}-ο)--», -a 


在 格 阵 2Q 的 四 个 点 二 二 -@w 二 (下 om.)) 上 ， 均 满 是 
这 个 条 件 。 因 为 二 -or 土 oi 一 一 -oj 土 oy ( 格 阵 29) 所 以 有 
σ(-.- ω))-ε κάν ο 1ο, -ωι}-ο,--ᾱ, (7.44) 


因此 得 (wu》 在 上 述 平稳 点 上 的 平稳 值 为 2(e;+d,)，2 (ei 一 
ai)。，e: 十 ee 一 一 ee 它们 之 和 等 于 3 e:。 因 为 (#181) 的 平稳 
值 之 和 等 于 零 ， 故 C =e;。 最 后 得 

PIUQ)= PU 2) PH Γώύδς)--ει (7.49) 
这 是 二 级 变换 的 一 般 公 式 。 对 于 朗 当 变换 
1 Οι. oj 了 Calou Ον) 


2 
PU— 6 


(7.45A) 


΄ 
σι 1 
AN 


σα Γῶιῶμ os) 一 6 一 2 人) 十 


对 于 高 斯 变换 
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ez 人 ΙΟ, -1 .)- σί μ]ῶ,, Θι)η-.»(" Ἕ/]ῶι, Ων) —es 


2 
一 《ea 一 ca)(ez 一 ea) 
一 多 (4 ) 十 ΟΞ (7.46) 
对 于 无 理 变 换 

2 人 Iw, -ἶ-ωρ----ωι]-σ(α ) 十 史 ( + os) 一 es 

- (ει--ἐε)(ἐι--ἐκ) 

πα) στις (7.47) 
(1) 雅 各 比 函 数 


首先 研究 朗 当 变 换 也。 类 似 雅 各 比 函 数 的 一 级 变换 所 用 的 
的 分 析 方 法 ， 研 究 二 椭圆 函数 之 比 


τ. επ η λ). 


χ επ ία, k) 


Ρικ (αΚ, ΟΚ). » 的 周期 (2 ΜΙ, ΜΙ/), - 
周期 间 的 变换 式 为 


.. | |， ΠΡΙ 
ML lo 1) κ 
一 -是 sn* u，k) 的 有 理 函 数 ， 在 单位 胸腔 上 (2K，i2K’ 作 边 


长 组 成 的 平行 四 边 形 ) ΚΑ ΒΞ κ, η ΚΚ 处 为 
二 阶 极点 ， 可 将 2 /x 表示 为 


> - Al—sn’(u, RD) = 了 ευία, k) 
x 1 —Risn(u, ἐ) dn (uw, &) 
仿 4 二 0，iK'，K/2 分 别 得 
KM? 
τῆς 一 4， 和 2 三 4 , 
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应 用 关系 式 


KK -1 Κ πα 
sa( 2 ) ϱ) ν 1 87’ cn( 要 ε)-γ τον 


ἀ---, ε)-νΡ 


由 这 三 个 等 式 得 
一 /2 λ... 工 - μ3 -ᾱ1-Ρ 
4 (1 +h),M= γρ, λ- TIT TT 
(7.48) 


代入 > 式 中 ， 即 得 
ο ο 


-(1 ἘΚ')οπίηα, k)cn(u, k) 


πω, hk) (7.49) 
另外 得 
ss、 1-ΡῚ 工 一 (1 十 久 λεπτα. ϱ) 
οὐκί 16, 1 ε]ττ τπτ, Ἑν 
(7.50) 
Γ 1-βῚ 1 一 (1 一 让)sn (η, β) 
ἐπὶ "(1 -β), τ-ε τρ] - η ΕΕ κκ 
(7.51) 
: ， 其 次 研究 高 斯 变换 7c。 变 换 前 后 的 函数 分 别 是 
τ.(-ῃγ» ; ) επί", β) 
4“ 
cn( λ) (12 ΜΙ, i2ML’ )s επί". β)ὲν 
dn( 二， λ) πο ο) 
(2K, i2K’) (7.52) 


其 周期 间 变 换 式 为 
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ΜΙΑ Γι 01f ἐκ’ Ὶ κ 
ved, οκ Γκ) ον 
2ML」 {ο 2 Κ Κ 

为 了 求 得 M 和 》) ， 可 以 用 类 似 朗 当 变 换 的 过 程 。 但 这 里 采用 如 下 

的 间接 方法 (在 37.1 的 后 部 分 曾 陈 述 过 ) 


因为 高 斯 变换 Το 可 以 看 作 是 一 次 变换 Τι 与 朗 当 变换 Τι 的 
组 合 ， ΒΡ Te=—T,TLT, 故 (7.53) 式 变 为 


i2ML!’ iK’ 
τ 上 -rz | ᾽ (7.54) 
2ML K 


这 表明 (7.52) 式 二 组 函数 各 自 经 过 一 级 变换 后 ， 二 者 间 存 在 着 
朗 当 变换 的 关系 。 根 据 (7.23) 一 (7.25) 式 可 以 得 到 (7.52) 式 
中 二 组 函数 的 一 次 变换 式 


u ν 
、 i να ᾽ κ) 
α( 六， ΕΠΟ 

Μ 3 


sn (iu, k’ ) = -5π(", hk) 


Θ 


επί", k) 四 
1 
fF λ΄ 一 8 
ca M ) ου(-Ῥ-» λ 9 (7.55) 
επ(!., β'}- επί 元 β) ὦ 


πο” 


νι. ΕΛ. Θ. (08881 {4 Β »4 πε βι πὸ π] ῥλ(Τ. 48}-- 
《7.51) 式 得 到 。 由 (7.48) 式 得 


dn (iu, Rk’ ) 一 


-τ8Ε. -1 _. 
NM- ΜΕ 
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ον τπτ 28 
λ 1 --λ ορ 
由 (7.49)--(7.51) 及 (7.55) 式 的 四 由 人 部 分 得 
sa( i ν) 1 sn(iu, k’)cn(iu, δ’ 


M ΗΜ dn(iu, R’) 
οἷ. λ’ - 1 -ί 1 + k)sn’(iu, β΄) 
ΤΩΝ σ dn(iu, ἃ’) 
1. _ 1-(ι- μ)οπ(α, k’) 
dn( πα ν)- απ, ΔΡ) 


再 利用 (7.55) 式 最 后 得 
u _ 1 ο παν, k) 
ο. .)- MM 1 Ας ία, k) 
4 cn(wW, ἐλάπίή, k) 
ον, ᾗγ λ)- ΓΕ βεπ ία, β) (7.56) 
μ -. Στάεπ(α, k) 
| 
(5) 西 他 函数 | 
我 们 仅 研 究 西 他 函数 的 朗 当 变换 ， 有 
| ο) | [7 | [ο ] 
ο. 1 Lo 1 | οἱ 
故 o = 一 一 o，@5=ox。 因 此 西 他 函数 变量 
[2] - Ὁ, 
ρω,” ο ὧν 
现在 来 推导 变换 后 (2212T) (πι, 2, 3, 4) δὲ 
(0l2.) (i= 2, ὃν 4) 的 表示 式 。 
应 用 〈3.92)，(3.93) 式 得 


υ/-λυ, T=2T, υ- 


ϑε(θ|τ)ϑι(6!τ)-]] (1 ο} Κι {γ᾽ 


(1 τφτν-]] 0 τα”) 1 τα”! 


ε-ι 
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-| Π (1 -ο”")(1 --ϕ”-2γ5(1--ᾳ”'- 二 


απ ξ1 
--[ῇ,(0/|2τ.η 
得 
ϑι(θ!2τ)--ϑιί0!τλϑ,(0!τγ13 (7. 57) 
由 (4. 67)”- (3.69) 式 得 


ϑι(υ!τ)'-ϑ.(υ]τ)-2 δ) φ"ε''''- 292904 τ) 


π = 一 oo 


(7.58) 


Co 1 2 
4 人 一 一 一 »-1γ 4 
ϑ.(υ'τ)-φϑ.(υ!τ)-.2 ) q ( 2 ) ο" 1) eof 


--2ϑ)(3ϑο|4τ) (7.59) 
πε Ε ΗΕ, Φυ--ο, ， 并 代入 (3.91) 一 (3.92) 式 得 
tiCOITf 一 HOT )= 一 4900I4T)0C0I4TD) 


α TT (4 --α””γδ(1 γα) (1 κα η. 


8 ， 


一 8 TT (1—g")1 +g") 


一 89 Π 《1 --α (1 -φ΄)'--2ϑι(ο0!1τ) 
π 1 


即 | 
δε(0|2π)Ξ21/Γ (0 1τ)- (οἱ τ)23 (7.60) 
8 (7.57) 和 . (1.60) 式 
(ϑ}(0!τλ!-ϑϊ(01τ᾽ 
-(ἠ(ο!τ)-81(0!τ᾽ 
-481(0!τ)ϑ(0[τ) 
-ά(ϑ1(0!2τ)-181(02τ)Ὶ 
--ϑιίθ!λτ) 


νυν νων, ου ο. μμ 


16έ 


以 上 应 用 了 (9.82) 式 ， 且 考 忠 到 当 4 一 0 时 的 性 质 ， 从 而 得 
ts(0I27) 一 2202C83C0OIT)+8COITD) 2 (Τ,61} 
由 ϑ1--πϑϑ58, {8 


ΙΟ ο ΠΟΣΤΟ 


πο αμ ολ, 


_ 1 (0IT)8C0OIT) 
一 Ol TINO tI (1.62) 
为 了 得 到 ϑ,(2υ]2τ) 的 表示 式 ， 先 证 明 下 式 
ϑιίυ!τ)ϑ,(υ!τ}) ϑι(θ[τ)ϑ,(0!τ) 
ϑ.(2υ]2τ) ῥ,(Ο0ἰ2τ) 


上 式 左边 函数 有 二 个 周期 " 一 一， + ， 其 分 子 分 母 的 零点 均 为 


(7.63A) 


τ 


0 一 -二 (mm=0，1，2，…)， 故 相约 去 。 根 据 双 周 期 


函数 的 基本 人 性质 ($1.2) 知 左边 必 是 一 个 常数 , 该 常数 可 由 v = 
0 而 得 到 ， 即 是 上 式 的 右边 因子 ， 故 上 式 成 立 。 将 (7.57) 式 代 
入 则 得 

δν [τ)θ (ντ). 


ϑ.(2υ|2τ)- 9.ί 0 11 τ) (6.638) 
在 (7.63A) 式 中 ， 将 " 变 成 十- -， 得 
ϑίυπ)ϑι(υ!|τ) _ ϑε(θ0!τ)ϑ.(0!τ) 
hoi) -"- ϑ(ο]2τ) (1.64 Α) 
8 
ο ϑι(ο]τ)ϑι(υ!τ) | 
ϑιίλυ!|λτ-- 3 (ο|2τ) (7.64 Β) 
同 理 可 证 明 
Φ(υ!τ)!η8(υ!τ) ϑί(θ!τ)!ϑ1(0|τ) 
β2υ]1τ᾽ -- -δκο]1τ) ο 


(7.65 Α)} 
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δευτ) γδ(σ|τ) 


将 (7.65A) ἠυἈλυ----, Ἡ 
bizlT) 一 blIY) 41(θ!τ)--81(9 τ) 
στρ -..53 πάρτυ (7.56 A). 
ϑι(2υ!2τὴ--.33 ΤῊΝ (7.66 Β) 


ἔτι 三 级 变换 


“(1) 卫 尔 斯 特 拉 斯 函数 
设 格 阵 2 中 的 生成 元 (2ω;, 2ωχ) 是 2ωι, 2%,, 20, 中 的 任 
二 个 。 我 们 研究 最 普通 的 三 级 变换 


Ζῶ; 3 ΟὟ 20’ 
TE] «. 
2 0 1 265, 
2ω/ 一 -0,,204 一 20w, 这 是 一 个 周期 除 以 3 的 变换 。 设 由 【， 
αν, Ζω, ) 生成 格 阵 -3 @ 1。 变换 前 后 的 卫 尔 斯 特 拉 斯 函数 分 


别 是 
Pu)2Q) s(u|3- ϱ)) 


Go ο 2ωι) 


为 了 求 得 2( 4 3~Q') 的 表示 式 ， 采 用 类 亿 建 立 (7.42)~(7, 
43) 式 的 分 析 过 程 ， 因 而 得 


2 ῳ μ...3 ῳ. 
σ(ιβωγεσ(ν-----ωρα )+o( 2 9/29) 


--[» ---α’/}εο ς. οὐ) 


Ye ri ibd Beta nt lle £2 3 Bia oath ae -α 
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式 中 C 是 常数 。 式 中 左 方 第 二 ， 第 三 项 可 以 应 用 函数 的 加 法 公式 
将 其 简化 。 由 (6.9) 式 得 
ΦδίιΓυ)εΓθδίυ-ου) 

1 (’αγ᾽ή-(.2’υ)} 
2 (GPU 一 70) 
今 7 δι, 2 一 .ZU， 并 应 用 (αν) --οιν-- 69) ον α' --(42" 

一 9sz 一 gs)”“*， 上 式 化 简 为 


--2ί«ι-- .Fv) 


2 2νε--ῃ-οι)--οι 
σ(ω- ο) Εό(ω-ν)-. τς 


(7.69) 
4» 
κ.α), pF( S09) ἐπι. λιὂν α 


(1s Θ,, Di= --ὢι- ὢρ, VD= 0 ῶε) 


出 《7.68)，(7.69) 式 得 


-- (.εΡρ(βΡα-----οι)-ο 
su Q’)+Cc=*+ CF py 


1 
ας. - 
6 站 一 9 4P}— gsP)— gs 


p+ (zp (7.70) 


从此 该 西数 的 平稳 值 οἴ 出 现在 于 格 阵 一 9 的 半 周 期 点 wh( 


二 1，2，3) 上 。 令 x =ee 根据 el，es，%s 的 对 称 性 可 以 得 到 
如 下 等 式 


; 1 -一 12x; 十 9 
ασ ασ go%:— gs - 


3 
tt 
- (6ι-- κι) (4 κ) -- οκ --θς) 
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出 于 三 个 平稳 值 之 和 等 于 0 ， 利 用 上 二 等 式 由 (7.70) 式 得 


246) --120.Ρ1-- 246. Pj— --ᾱ--σἳ 


--- - 2 一 η 
ἃς --6Ρ, 4P3— g,P;—g, 6Ρ, 


因为 Ρ, 是 四 次 方 Βα: -一 ga 和 一 gx 一 = 0 的 根 ， 故 * 


上 式 第 二 项 消失 ， 从 而 得 C ορ, 这 样 就 得 到 三 级 变换 的 表示 式 


2 xe 一 2Poe+( 7 一 一 
“ί 加 0 一 一 全 一 
3 (x—P,)’ 


% -( 2P}+ -gsPi+ gs) 
< 2 


α---( α|2Ώ), Prez( 2 ο) j=1,2,3 
将 此 式 直接 求 导 可 以 得 到 
(| 和] 


α’-8Ρρ-{ 3P;—— 9:)* 一 ( 3Ρ}-3-οιΡ,--30ν) 


.Ἓ. ' (3 —P,)’ , 
FP ( μ|2Ώ) (7.72) 
Ἡϑεσ(α|--- ΠΣ; 
ια 7} - εἰσί. 2_09’)] 
-Gez(a : ) 一 Cs 


ον G, 是 格 阵 - -9 的 不 变量 。 可 以 直接 将 《7.71)，(7.72) 式 


代入 上 式 ， 得 到 关于 x 9 次 多 项 式 ， 根 据 x Τη χ" η 系数 即 可 
得 到 
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ς,--120Ρ7--90, 
Ω.--280Ρϑ--420,Ρ)--279. (7.78) 
(2) 雅 各 比 函数 
研究 具有 下 列 关 系 式 的 二 椭圆 泗 数 


» -εα[-ῃγ λ) X=sn(4, Κ) 


(4ΜΙ͂, i2ML’) (4K, i2K’) 


(ΚΠ f3 ο) {ΜΗ 
[eH da) “- 
K ο 1JLML 


κ 
δΜ 


Γη 


-.Κ. /一 
= L 


因为 
sn( +2mK +i2nK’, k)=(—1)"”"sn(u, k) 


sn) 
故 二 函数 之 比 y / x 的 周期 为 2KK，i2K 。 在 单位 胞 腔 内 ， 其 一 
阶 零 点 为 4 一 -i2K’， 而 一 阶 极点 是 u 一 -iKK。 并 且 7/ 
x 是 sa*(u，) 的 有 理 函数 。 因 此 有 
οπ᾽ίη, k) 


2 . 
sn Ἡ ， |) st( -ᾱ-1Κ',  ) 


Ξ ΙΚ’, k ) 


利用 雅 各 比 虚 变换 式 〈7.23) 和 (1.24) 式 得 
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据 此 M 可 以 表示 为 
1 ， 
2 iK’, kh 
M= «ἡ 2 ) (7.76) 
sni( --- εκ’, ε) 
为 了 求 得 和 ， 在 (7.75) 式 中 令 u 一 K+ iK’ 一 ML+ 
ΜΙ’, 


sn(L +iL’, 1ο -ἷ- 


sn(K+ 1 κ), hk )= 
3 da( . -KK’ ;> Ek’ ) 


πι (1.29) 式 得 


dn( 1-Κ', 1 ) .. 
; Μ 


λ -ἀα[---Κ’, Rk/ ) 


ca wr )+ 455 ( --.Κ', μα (EK ΜῚ 


ο 1-Κ' ， νη ἀπ᾽ (---κ'. ΠΝ (--κ' ， ») 


ΤΟ, Ου ο ο ο ΠΠ 
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因为 
cnza 十 dn2p.sn2za 一 1 一 Rsna.sn2B 
将 &，sna，snpb 均 用 关于 西 他 函数 的 表示 式 ， 并 考虑 到 (5.57) 
式 得 


2 1.3 ο δια βλ ία--β) 
natn θεα "ο ΠΟΣΕΣ 


另外 


3 


dn( 二 KU) en 
ϑ.(Κ’ |τ’ γ{-1-Κ' |τ΄ 


将 以 上 结果 代入 到 ΛΗΛ ΓΗ. 18 


πο -- 
和 一 1 (1.77) 
ο κκ) 


δία μ'9 {53 ἜΚΉ') 


87.5 n 级 变换 


主要 的 4 级 变换 是 函数 周期 之 一 乘 以 数 4 或 除 以 数 1+，n 可 
能 是 偶数 ， 也 可 能 是 奇数 。 

先 分析 雅 各 比 函 数 。 虚 数 周期 被 3 除 的 变换 已 在 (7.75) 式 
中 给 出 ， 用 相似 的 分 析 方 法 ， 可 以 得 到 # 级 变换 ， 设 


函数 
> μη 1) 
Χ οπίη, β) 
的 周期 为 2 ，i2K’， 在 单位 胞 腔 内 的 一 阶 零点 是 
4 一 (P=+ 2, ΕΑ, “να 1[-]) 


eet 


k) 
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而 一 阶 极点 是 
"= (0-t+ 1， 土 3. ΠΗ͂Ι : ]-ι)) 
由 此 得 
sn ἼΤ᾽ λ}--[γοαίν, β) 
_ η (αν hk) 
[5-1 (Kh 
Ι1 1 επι, β) (7.78) 
ο κ’ ε) 
式 中 MK 和》 为 
[-5-] si 二 1 pr pv 
Μ- ΙΙ οαἴ-1-Κ', pe ) (7.79) 
21 2 
-Π τμ 人 | (7.80) 
又 令 
A γα 
κ. ΙΚ d=dn’( κ ， ν) (1.81) 
cat πω μ) 
得 


(7.82) 
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这 个 式 子 适用 于 n 是 偶数 或 奇数 

ΝΤΕ ιο --, λ)' ἀε(-ῃγ» λ), 则 分 二 种 情形 。 当 
n 是 奇数 时 


sn( γρ. A )=oncs, β) 


ΚΕ. μάς 
_1 一 cosn Cu，R) | 
1=1 1 «πμ, RkR) (7.95) 
οι 1 


da( 六-， ) )=dn(s, β) 


ᾱ-1 
1 --ἆιι.ικπ{η, ΚΒ) | 
) -1 ΠΕΡ δ) (7. 84) 
Car-l 
” 当 半 是 偶数 时 


ου(-μγ» λ --οας "ην k)dn(u,k) 


π 
--- 


2 


ΤΠ ι--ἆμοα ζω. β) 
.一 (1.48). 
1 δα (Cu, ΕΒ) k) 
Π Co1-1 
1 =1 
- 
2 
µ - 1 --ἅμι ισπ ία, Κλ 
ἀ(ηχ» λ) ΙΙ ο οαία, κ) (35) 
ΟΥ ςι 


路 各 比 函数 的 实数 周 期 被 π 除 的 变换 ， 可 以 用 相似 的 分 析 , 
其 主要 结果 是 
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Μ- οτι 入 一色 Tl σοι (7.81) 
1=-1 人 i=1 
ο 
14 π 是 奇数 时 
5- . δι β) 
η -一 
οι λ)τ-Ἡ σα, &) Π 1 ~—Rcysn’ ὃν, 4) 
π 一 n-1 1 — αν κ). 
οι 
cn( -六 ) )- «αν, Β) TI 1 -β”οριβαῦ τα, 6) 
π-1 
2 
， 1-β}οῃ.ι6π᾿(αη, ) 
ο ο. τα 
(7.88) 
当 ” 是 偶数 时 
-ᾱ- 1 ο κα ζω, Κλ 


-和 一 σσι-ι 
sa ΓΙ 十 工 ， κ) κ Γ-- ασια, hk) 


" 入 sn(u, Β) 
ο. λ)- M σαι, Β) 
τα .- σα αν Βλ 
| 11 一 让 cs-isn η. k) 
?7 
2 
4 λ . 1--β”ογιοη ία, β) 
ἀ 1, 1) dn(u, ϱ) 1 一 Aco-isnCu β) 
(7.89) 


下 面 分 析 西 他 函数 的 # 级 变换 , 当 周 期 ο; - 


1 / 
Oi Wi= 
ῃ 13 3 & 


i ioe 
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时 ， 有 2 -πυ, τ’--πτ, α΄ 一 个。 先 研 究 ϑ.(πο[πτ), 因为 


ϑ.(υ[τ)-σία) fi (1—2g "cos2nv+q’"?) (7.90) 
r=1 


σζ(α)- TT «1 --ο) (7.91) 


τει 


将 v 和 Tt 变 成 wo 和 nt， 得 


ἠι(πυ[πτ)--σ(α") ΠΠ 《1 一 292 οοβΡηπο gq”) 
r=] 


΄ 


α(α [] (1 一 ge CT -ϕ"”'""ε-"'"Ὢ 
r= 1 


利用 下 列 关 系 式 
p-l1 
Π (1 一 GEt42rx/P 一 1 --αξ 
r=0 

得 


( 1 --(΄ "ἐσ" 1 一 Gzerroer2one 人 


π-) 


一 Π ( 1 τας ορ εδ (1 αν 6” ολ.) 3 


s= 1 
πι 
= [| C1 ο ο τ 
s=1 
代入 δ, 式 得 
oo πι 一 1 
βιπο]πτ)-- (6) Π Π {1 —2g’-!cos(2xo 
τει s=0 
σφ) τι 
十 2ST/ πα) σι ον -Te 7 ΤΠ 


-ἠιίυ--5π/π!τ) (7.92) 


1715 | 
类 似 地 分 析 得 
on GCT 
ὃ,(ποητ)- ες (ο ο” Π ϑ,(υ 十 Sm/alr) (7.93) 
ς-ο 
τι, 2, 3 


Β--Ἠπβ]3ξ 8ι Ἕώίτωι, οἱ--}-ω,, Αν’ --υ, τ’ 


1 1 
Th τν 9 =g 2 ， 得 


8 (υ 


_1L (nr - 1) 


1 
-- σα η Ti] ϑιί υ —isling/ 1 ) 


στ τσ 1) 


| (7.94) 
利用 雅 各 比 函 数 的 西 他 函数 表示 式 ， 也 可 以 得 到 相应 的 雅 各 
比 函 数 的 2 级 变换 式 。 


ο ο λος ο ο ο ο ο... 


第 八 章 ”椭圆 模 函数 


本 章 介绍 单 变量 模 函 数 的 基本 知识 ， 包 括 不 变量 ， 模 群 ， 模 
变换 等 概念 ， 并 具体 研究 了 二 个 模 函 数 J(T) Βιλίτ), 指出 
它们 之 间 及 其 与 二 阶 椭圆 函数 间 的 关系 。 


88.1 不 变量 


(1) 四 次 多 项 式 的 不 变量 
三 次 多 顶 式 的 标准 形式 是 卫 尔 斯 托拉斯 形式 


W(x)=4%°—g%— gs (8.1) 
今 取 一 任意 的 四 次 无 重 根 的 多 项 式 
f (x)=aoxtt 44, κ} bas% + 4αιχ--α, (8.2) 


在 αι 0 的 条 件 下 ， 若 将 其 变 成 标准 形 (8.1)， 需 作 下 列 的 分 式 
线性 变换 


式 中 a 是 f(x) 的 一 个 已 知 的 根 。 经 过 初等 但 元 长 的 计算 后 , 可 
以 将 变换 后 的 系数 σι, σε, 用 变换 前 的 系数 co，ai，c，as αι 3ξ 
示 ， 即 


ga 一 oa 一 4aias 十 303 
| (8. 5) 
σε--αυαναι Ἔ 2αιαγας--αραῇ--αἴα, -- a 
车 用 下 式 
P (Xi, Χὶ) = aoXit 4α,χΧῖχρ 十 692%1X2 十 AasXi xt xs 
(8.4) 


将 代 (8.2) 式 ， 并 按 下 列 线性 变换 式 变 成 新 的 变量 γι, 7»: 


ee pe i ee φιαμαβσαμένθαότας ενἱ 


Xi 一 QI 十 ya 
(8.5)- 
Xs = YY OY 
πα, β., Υ, δ 为 常数 ， 并 有 
Γ -αδ--βγδεθ 
4» 
YY (KX, χ')--ψ(νι, 39) 
$Y (Φιν 2ι)-θογὶ  4δι γῖν; Ξ6δ;γ1ν13- ἀθογιγ}- ba ys 
经 计算 ， 得 出 . 
bb,~ 40.bs+3b0:= Π"(αρὰ, --4αια.ἠ}- 5α}) 
διδ.δ, 十 201D203 一 bb 一 Di —b3 (8.6) 
-- Πδίαρα»α, -- βααρα,--αγα:--αζα,--αδ) 
以 上 二 种 情况 意味 着 将 任意 线性 变换 


中 x 一 i (ad—bc 0) 


代入 (8.2) 式 ， 得 到 新 的 四 次 多 项 式 
φίαχ)--ὀρχ'Ἴ-4δ,κ3ἠ-6ὂ,χ'Ἴ- ἀδεχ--δ. 


一 (cx 十 qd) f (qx) 
因此 下 列 等 式 成 立 
(κ (δε, δι, δεν δι, δι)--(αα--σ)"σικίαι, αι, Gs, Ga, α)) 
πιο) k=2, 3 (8.7): 


式 中 Ge 具有 (8.6) 式 中 的 形式 。 我 们 将 C 称 为 〈8.7) 式 关于 
变换 $%， 而 权 为 站 的 相对 不 变量 。 可 以 看 到 G3/G3 是 不 变 的 ， 
它 不 仅 关 于 中 不 变 ， 而 且 用 任意 一 个 非 零 的 常数 乘 /(x ) 时 ， 
也 不 改变 。 由 (8.6) 和 (8.3) 式 可 以 看 出 ，gs 和 gs 是 相对 不 
变量 ， 其 权 各 等 于 4 和 6 。 进 一 步 可 以 看 出 


9 
ΠΗ (5.5) 


是 绝对 不 变量 。 
(2) 不 变量 与 等 价格 阵 
由 (2.4) 和 (2.7) 式 ， 并 令 


RS ET 
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则 得 


’ 1 60 ΄ 1 
--60 YI -- πμ... 
ga 一 6 ο. (2πιω + 2πω’ γ΄ (29): 4, (m+nt)’ 


(8.9) 


ο; / 1 _ 140 1 
0140 δ (2m® 4anm (2ωγ5 ο Tm) 
这 样 就 将 σ., σι 表示 成 以 o，@“ 为 生成 元 的 格 阵 只 的 关系 式 。 由 
$ 1.4 的 分 析 知 ， 格 阵 的 生成 元 不 是 唯一 的 ， 例 如 用 @，@* 的 下 
列 线性 组 合 


ω,Ξα9’ 十 Ba 

ωι, Ξγω΄ + do (8.10) 

a5—BY= 土 1 
所 得 到 生成 元 οι, οἱ, ΕΠΟ Ωι, 318Ω-Ω,, ΒΩ, ΒΩ, 
(ω, ὦ’) 和 (ῶ,, οἱ) 是 等 价 的 。 这 种 等 价 性 表现 在 9。 σ. 的 
不 变性 上 。 关 于 这 -- 点 是 很 易 从 (4.9) 式 看 出 的 ， 因 为 实施 变 
， 换 (8.10) 式 ， 只 是 改变 级 数 备 项 次 序 而 已 。 但 如 用 生成 元 (ta， 
(ο΄) 替代 (ω, ὦ’) 时 (二 个 格 阵 相似 )， 由 (8.9) 式 可 以 
看 出 


σ-(ίω, tm’ ) = ο(ωῶ, ω/) 


σε(ίω, ἰω”)-- 有 θείῶ, ὦ’) 
此 时 σι, σι ΙΧΕΎ, 1Η 9 --οὐ/(οὲ-- 213) 仍 不 改变 。 
由 此 可 见 ， 在 等 价格 阵 中 ，9*，9s。 了 不 变 ; 在 相似 格 阵 中 ， 
虽然 9,，9; 产生 变化 ， 但 7 不 变 。 
(8) 模 函 数 ， 模 变换 和 模 群 的 概念 
以 上 从 多 项 式 变量 的 线性 变换 ， 以 及 生成 元 的 线性 变换 角度 
考察 了 相对 变量 σι, σι 及 绝对 不 变量 了。 然而 这 个 绝对 不 变量 
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ΤΗΕ τ-- ο’ /ῶ 的 函数 ， 可 写作 


J (1)=— (8.11) 
93 一 2793 ᾿ 


式 中 σι, σι 不 仅 是 r 的 函数 ， 也 是 @ 的 函数 (7. (8.9) 式 ), 但 
唯 独 (tT) 仅 是 一 个 变量 T+ 的 函数 。 由 (8.10) 式 和 以 上 分 析 
知 ， 对 于 下 列 τ 的 线性 变换 

[nA αω/ Γβω ατ-- β 


πο ποΓέδω  Υτδ ο δη (8.13) 


J(T) 保持 不 变 ， 即 有 
σσθ-( ἐπ. (τ 


Υτη- ὃ 
将 立 -z 间 的 线性 变换 (8.12) 称 作 模 变换 ， 关 于 模 变 换 为 不 变 的 
解析 函数 称 作 模 函 数 ， 后 面 将 要 证 明 J(z ) 是 解析 函数 ， 故 了 
(τ) 是 一 个 模 函 数 。 因 为 满足 0B 一 YB 二 1 之 整数 4g，B，Y， 
ὃ 有 无 限 组 ， 故 模 变 换 有 无 限 个 ， 这 些 模 变 换 的 集合 形 成 一 个 
群 ， 称 为 模 群 。 满 足 模 变换 τ’ --(ατ-- β)/(Ύτ- δ) 的 +t 和 7/ 
对 于 此 模 群 称 为 等 价 。 


88.2 模 变换 
用 字母 S$， 了 ，… 表 示 模 变换 。 例 如 


a BB 
T=S7, S -| | 25—BY=1 (8.13) 
Y ὃ 


这 表示 
’ ατ-- β 
Ὕτ-- β 
模 变 换 有 下 列 几 个 性 质 ， 
re β -α 一 
5- Ἡ -- 
[ly δ}!ἰ-υ 一 yj 


(ii) 人 么 变换 了 也 是 模 变换 
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得 
τ’/ -- [τη τ 
(1) 若 S 是 模 变换 ， 其 逆 变 换 也 是 模 变换 。 

因为 

,.. ar 十 

“十 
则 

+ ar 一 . σδτ 十 8 


一 YT7 十 QQ  Ὑτ΄--α 


的 变换 用 5) 表示 
.... 
ο -1 一 一 
一 了 Q Y -α 
将 ο 称 作 S 的 道 变换 ， 易 见 这 个 送 变 换 也 是 模 变换 ， 并 有 
αὐ --ΒΥ --αβ--αβ 1 0 
η 下 
Υὸ--Ύδ 一 BY 十 ab 0 1 
(iv) 若 对 7 连续 施 以 变换 5S,，S, 的 T/， 则 总 变换 5 =5,5,， 
355 τ’ 二 Sr。 为 了 证 明 这 个 结果 ， 令 
αι, βι | | 
9) 一 9 一 | 
; ,| Ὑ: ὃ, 
先 对 下 施行 变换 >; 得 τι 
τι-δγτ-- 
再 对 τι 施行 变换 3 ， 得 下 


cari 十 Ba  α,(αιτ-βι)-Γβε(Ύιτ-{ δι) 
YaTi Γδὸ, Υ,(αιτ--βι)-Γδ,(Ύιτ-Γ δι) 


- (αρα, + β.Ύι) τ 十 (asp Γβ,δι) 
Yoo) +t BY1) T + OY,B, td.) 


可 见 总 矩阵 


αιτ-Γβι 
Ύιτ --δι 


T7 一 9uT) 一 


α.αι-Γβ.Ύ, α.βι-β.δ, α, Β. Fa, ϐι 
” μ.μ ΜΝ μα δ, | Ὑι ὃ; | 
=S,.S) | 
并 有 
τ΄--δοτι--δγδτ--5τ 
注意 S45, 直 5,5,， 即 变换 矩阵 的 乘法 运算 不 服从 交换 律 。 故 必须 
将 变换 自 右边 的 乘积 与 变换 自 左边 的 乘积 区 别 开 来 。 
由 此 可 见 ， 若 对 了 连续 施 以 变换 9，9:，…，9。 则 总 
变换 
9 πρ δα 
特别 是 当 S,=5,=…=5S, 时， 有 
| 5-51 
如 再 对 结果 施 以 变换 rw 次， 则 总 变换 为 
5 =S757=5,™" 
另外 很 容易 导出 SC5551) 二 (Ss5s)5，， 故 一 般 可 去 掉 括 号 。 
有 了 以 上 关于 模 变换 的 基本 知识 ， 现 在 来 证 明 模 阁 的 一 个 重 
要 性 质 。 即 模 群 全 体 是 由 下 列 二 个 基本 变换 产生 的 


1 1 [ο 一 1 
| ] 了 一 | | (8.14) 


0 1 {1 ο 
8 
τετ --1 τ΄ 一 一 2 
今 取 模 群 中 的 任意 变换 
a β 
ἽΝ 
Υ 5 
由 模 变 换 的 乘法 原理 可 得 


Wy 
MS+!=| 一 
LY 510 11 [LY 8+Y 
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α B -παὶ 
Μοτ᾽-- 
Ύ ὃ καν] 


| | | [8 | 
MT = 一 ! 
[ly 511 0J δ -Υ 


先 选 择 一 个 整数 #， 倍 下列 变换 
| α β-παῚ fa βι 
Μις Μο ”= -| | 
Y ὃ 0 ] γι δι 
满足 
Ιβι]«ἶαι] 即 | Β --πα]«) αἱ) 
车 到 0， 再 选 一 整数 m， 用 变换 Το” Ἡ5Ε Μι, ΕΡΜΗ 
B, -α;--τιβ, 7 6, β, 
| Ἡ | 
ὃν Υι--πιδι Υ ὃ, 
满足 
|B:|<las|， Ια; {-πιβι]«Ιβι] 
但 因 14,|=|B!|， 故 得 
|Β»|«ς“|Β,| 
44β.ο, ΕΕΣ ΕΠΣΕ 


Μ.-ΜιΤο- Ἅ δε] 
Y。 ὃς) 


[β./««1β.: 

如 此 变换 下 去 、 使 元 素 8 的 绝对 值 逐 次 下 隆 ， 即 ΙΒ.ΙΤΣΙΒ. 
|B:i 汪 …。 因 BL，B,，$;，… 全 是 整数 ， 故 经 有 有 限 次 运算 后 ， 得 
到 变换 

ᾱ 0 
Μο-”Το""...Τ5- -| _ | 
LY δ 
因 5=0， 故 五 一 57 一 26= 一 1， 从 而 得 5= 1.5 一 1 或 5 一 一 1， 
1， 而 Y 仍 是 一 整数 ， 设 了 Y= 一 上 ， 为 整数 。 因 为 
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-~ 


. | 1 0 | 
1 一 一 7S 了 
Ly a. li η 
9 

Μο Το πρ Το «Το Τ 
--γη153Ε Τ.. Το” 5” 得 

Μ:-Τ5'Τς5'Τ.. 5” Το” 
ΜΕΤΑ 5 ΠΕΠΕΒΕ ΤΥΧΊΗΗΣΕΞ ΑΙ, 因 M 是 模 群 的 任 一 变换 ， 
故 说 明 模 群 是 由 二 个 基本 变换 了 和 S 产生 的 。 


$8.3 函数 J (TD 的 基本 域 


απ ) 的 基本 域 是 γω 和 29’ 为 边 的 周期 四 边 形 
《其 每 一 对 边 应 去 除 一 个 ， 构 成 单位 胞 篷 )。 当 对 施 以 下 述 二 个 
基本 变换 时 

S;， 凡 一 2 十 20 

οι UU 一 4 十 207 
函数 (wu) 不 变 。 即 是 说 ， 使 (wu》 不 变 的 变换 群 ， 是 由 二 个 
基本 变换 S，S’ 产生 的 。 对 周期 四 边 形 施行 群 的 全 体 变换 ， 即 
得 到 无 数 个 不 相 重 登 的 周期 四 边 形 ， 它 们 履 盖 着 4 的 全 平面 ， 而 
构成 周期 四 边 形 网 。 4 平面 上 任 一 点 ， 必 然 在 周期 四 边 形 内 有 一 
点 与 其 相对 应 ， 二 者 的 两 数 值 相等 。 因 此 ， 和 窝 知 .FC(w) 在 全 平 
面 上 的 情况 ， 知 其 在 一 平行 四 边 形 内 的 情况 就 足够 了 。 

函数 J( +) 有 类 似 的 情况 ， 如 对 + 施 以 (8.14) 式 的 二 36 

换 ， 以 及 由 它们 组 成 的 任何 线性 变换 ， 则 (+ ) 都 保持 不 变 。 屠 
未 究竟 /7(r) 是 否 类 似 ( uw) 存在 基本 区 域 呢 ? 其 基本 区 域 是 
什么 形状 了 基本 域内 点 与 域外 点 间 关系 是 什么 ?这 正 是 本 节 要 ΠΕ 
究 的 。 


如 前 所 述 ， 模 群 的 二 个 基本 变换 是 = +1，t/== 一 
下 ~-。 由 人 二 + 十 1 知 ， 可 将 + 平面 以 相 了 虐 为 1 的 平行 线 划 成 无 
数 条 带 区 域 ， 可 以 认为 右 方 的 条 带 区 成 中 由 左 方 条 带 区 域 经 变换 
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而 得 到 的 ， 以 此 类 推 至 全 平面 。 由 τ΄ ------ 知 ， 实 现 此 变换 是 


以 单位 贺 | τ ιτ ια +iy|== 1 为 界 的 。 因 此 我 们 来 观察 + 的 上 半 平 
面 上 满足 下 列 条 件 的 区 域 D( 图 8.1) 


-1 -1ᾱ ο 1/2 1 Ξ 
图 8.1 Jr) 的 基本 区 域 


-二 < < 二 ， 4 -γ 221 


该 区 域 亦 可 称 作 曲线 三 角形 ， 其 一 顶点 是 oy 的 无 限 远 点 ， 
另 二 个 顶点 是 x 一 圭一 -的 线 与 单位 Β 的 交点 P 一 er Πρ’ 一 
et 一 p 一 1。 | 

ΙΧ ΠΣΕ ;(τ) 的 基本 区 域 。 现 在 来 证 明 万 
具有 如 下 二 个 基本 性 质 ， 

(1) DD 内 的 任意 二 点 ， 不 存在 互 为 等 价 的 关系 

(2 ) + 平面 上 半 平 面 的 任意 点 ， 总 能 在 万 内 找到 一 点 ， 二 者 
互 为 等 价 。 | 

为 了 证 明 (1), 只 需 证 明 在 刀 内 的 任意 点 站 所 对 应 的 等 价 点 

/QT 十 Β. 
QT 十 ὃ 

必 位 于 妃 之 外 《5 二 + 除外 )。 今 就 Y=0，Y=+1, |ΥΡ1 
等 四 种 情况 讨论 如 下 


= ολ. 
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(i)Y= 二 9。 由 28 一 BY=1, {2δ-ι, δ [μα-δ- 
1， 得 
τ΄ τ-- β 
因为 B 是 整数 ， 有 是 BB 六 0， 故人 7 点 应 位 于 万 之 外 。 
(1}υΥ--51, β-οὸ- 1, ΜΠ 


由 于 5 是 整数 ， 故 刀 内 之 tT 至 《一 8) 点 的 距离 一 般 大 于 1 。 由 
此 知 |5 --αἰ--1, 又 因 a 是 整数 ， 故 一 般 讲 τ’ ΕΠΣ. ἘΠΕ 
情况 是 0 -- 8 一 0 时 ， τ'τ---1, Ντ τ' ἘΠΕ Γ ΒΒ 单 


位 回 ** 十 > 一 1 上 (图 8.1)。 因 此 只 能 将 该 圆周 上 一 一 < * < 
0 的 部 分 ， 归 属于 思 ， 以 避免 等 价 的 人/ 与 τ 同 存 于 万 内 。 但 此 时 


仍 有 T= 一 i ，T 二 Pp’ 一 (一 1 十 iV3)/2 点 需 特别 说 明 。 对 该 
二 点 依次 施行 变换 7T，S"“7T，7TS， 得 


ϱ 一 工 
τε {, τ'--τ-- τ--------- ， τςτ 
1 0 
一 1 二 II 3 一 1 -1 
τ ᾿--5-Ττ- τ 
2 1 ο 
1-1 
Ξ- 一 --τ 
τ 
; -1 
τ 1 ΕΥ 3 “Tsrr| | 
2 1 1 
-1 i 
1 γτ 


可 见 在 这 二 点 上 ，™ 一 +， 是 等 价 点 。 故 我 们 在 + = i 处 ， 取 二 
点 中 的 一 点 归属 于 如 ， 而 在 + (σα ιν 3)/2 处 取 三 点 中 


ον μου ο ο 3 λῶᾳϱ-ς i 
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ή] ΗΕ Ὁ, «ΚΑΕΙ ΠΡ (1) 的 要 求 。 
(0)Y 一 一 1。 可 以 设想 此 时 ga，B，Y，9 均 改变 符 导 ， 
则 得 到 与 (11) 相同 的 情况 。 
(iv)1Y1>>1。 因 YY 是 整数 ， 故 有 |Y| 宇 2。 由 7 =(2r+B) 
/4τ{δ), 88 


1 
Y Y τ- δ. 
γ 
α 1 
μμ... -.-.. ----- 
Y | 二 -| 
T 十 Y 


5 ，Y 均 为 整数 ， 不 论 它们 取 任 何 值 ， 由 图 8.1 知 对 刀 中 的 一 点 
τα 


8 V3 
τ γ τα” 
代入 上 式 得 
8, 1 -1 
και 
故 有 
. αἱ 1 vs 
-yo ss 


此 式 表示 ，t" 点 与 实 轴 上 点 a /Υ 间 Εν 5/1, ἄτ' Κα 
必 位 于 号 之 外 。 

综 上 所 述 ， 将 图 8.1 中 粗 界 线 划 归于 刀 ， 其 中 +Y = 1 Tt 一 7 
二 点 按 前 述 规定 ， 则 刀具 有 (1) 的 性 质 。 

为 了 证 明 ( 2 )， 我 们 先 来 考察 如 何 借助 模 变换 将 基本 区 域 
万 扩展 到 万 以 外 的 区 域 ， 直 至 扩展 覆盖 τ 平面 的 上 半 平 面 。 

若 以 基本 变换 S 施 于 姜 内 的 各 点 ， 则 


187 
τ’ --δτ--τ--1 
这 表明 总 内 各 点 均 向 右 平 行 移动 距离 1， 若 将 此 新 区 域 标 为 S'， 
ἮΝ, S' 是 由 整个 基本 区 域 吃 向 右 移动 距离 1 而 形成 的 。 如 接连 
施行 此 变换 ， 则 依次 得 到 新 区 域 ”> "，3 ，…。 如 对 刀 域 中 的 
施 以 逆 变 换 3S”"， 得 =S"'t 一 + 一 1， 所 得 到 的 新 区 域 为 S， 
以 此 连续 变换 ， 则 得 到 5, 5; --. 
又 若 以 基本 变换 了 施 于 姜 域 中 的 T， 有 
1 


τ/ 一 了 T 一 一 一 - 
T 


所 得 到 的 新 区 域 标 以 了 ， 若 再 分 别 对 5), 5", ΕΝΑΕ 换 了 , 则 
得 到 >7，3> 7， 以 此 类 推 。 押 得 到 的 区 域 分 布 如 图 8.2 所 示 。 反 
复 利用 5 和 了 两 个 基本 变换 ， 则 得 到 的 新 区 域 将 覆盖 Y 面 的 上 
Πο 


一 1 于 
TS7T «ΤςΤ εἰς 
图 8.2 基本 区 域 的 变换 


应 当 指 出 ， 经 上 述 变换 所 得 到 的 新 区 域 15), 51, Τ, 
S7T，…) 间 无 互相 重 友 的 部 分 。 若 邻近 的 区 域 4， 妃 间 有 重 38 
部 分 ， 并 设 TY” 是 重合 部 分 内 的 一 点 ， 则 基本 区 域内 有 二 点 Yo τι 
满足 关系 式 太一 Ati， 二 BT,， 从 而 得 到 

τις 4”. Βτ, 
这 表示 τ, 和 Ts 是 互 为 等 价 的 ， 由 于 二 点 同 存 于 DD 内 ， 这 显然 与 
{ΕΠ (1) 相 矛 盾 〈《T = i ,， 除外 )。 
由于 + 的 上 半 平 面 布 满 与 DD 等 价 的 区 域 ， 这 就 足以 说 明 性 质 
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(2) 是 成 立 的 ， 例 如 区 域 S" 中 的 任 一 点 7 ,对 其 施 以 变换 S-” 
{8 τ 一 Sr -τ'--π, 138 ΕΒΡΩΝ S" 区 域 的 位 置 ， 可 知 上 是 
口中 的 一 点 。 对 于 孔 域外 的 任何 点 均 可 施 以 适当 的 变换 ， 使 其 落 
入 D 中 ， 从 而 性 质 ( 2 ) 得 证 。 

总 之 ， 图 8.1 中 的 万 (包括 以 粗 线 表 示 的 周 界 部分， 但 + = 
i 和 τρ’ 点 应 只 取 二 重 和 三 重点 中 之 一 ) 是 (T+) 或 模 群 的 
基本 区 域 ， 不 仅 是 D， 而 且 S，7T，… 中 之 任何 一 个 区 域 ， 从 模 
群 的 意义 上 讲 ， 均 可 当 作 基本 区 域 。 

尚 须 指明 二 点 ，( i ) 在 t=1，Tt=p’=( 一 1+iv 3)/ 
2 点 上 分 别 是 等 价 的 二 重 和 三 重点 ， 仅 能 取 每 个 重点 之 一 归属 于 
基本 区 域 刀 。 至 于 + = i 的 另 一 点 ， 则 属于 区 域 T， 而 T+ τρ’ = 
(一 1 十 iV3)/2 的 另 二 个 重点 其 一 属于 区 域 TS， 而 另 一 个 
属于 区 域 τ, (1) 图 8.1 ΙΙΙ τ βατ ρε μἢ 
一 段 弧 线 是 由 7 --ρ’ 至 i 的 弧 线 施 以 变换 了 而 得 到 的 ， 后 者 属 


于 DD， 而 前 者 (+ 一 p 至 i 的 图 弧 ) 属 于 了。 另外 * τσ 2» 


p 的 无 限 直线 ， 是 由 x 一 一 > 一 ，》 之 P 的 直线 施 以 变换 5 得 到 


的 , 后 者 属于 DD, 而 前 者 应 属于 S’。 至 于 t=pP=(1+ iV 3) 
/ 2 点 ， 同 样 是 三 重点 ， 分 别 属 于 三 个 区 域 . 以 此 原则 类 推 至 全 平 
面 , 可 以 得 到 全 Y 上 半 平 面 上 各 区 域 分 界线 和 分 界 点 的 归属 问题 。 


$8.4 ΒΕΡΑ) (τ) 


在 8 8.1 中 由 关于 不 变量 的 分 析 引 出 模 函 数 J(r) 的 基本 
概念 ， 在 $ 8.2 中 对 自 变 量 Y 的 模 变换 进行 了 讨论 ， 在 3 8.3 中 
分 析 了 7(r ) 的 基本 区 域 。 现 在 进一步 研究 函数 J(f )， 包 括 
函数 前 正则 性 和 收敛 性 ， 函 数 的 级 数 展开 式 ， 在 基本 区 域 上 函数 
的 分 布 情况 , 以 及 Tt 面 上 的 基本 区 域 在 J(= J(Tt)) 面 的 映像 等 

(1) κήπο 

已 知 
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Γ(τ)Ξ 
σι. Οι 见 (8.9) τὶ, ΜΙᾺ 


(2ω}' 1 
60 “9 一 这 (πι -- 


gi ΕΊΤΕ 


(2ο). τη 1 
πό ου δὶ χη γκο 


因此 为 了 证 明 92，39s 的 收敛 性 ， 需 研究 下 列 级 数 


/ 1 
> πι επτγ’ ";» n 是 整数 ，k 之 2 


在 Tt 的 上 半 平 面 的 收 伍 情 况 。 设 + = x 十 iy，:，c 为 任意 二 正 
数 ， 则 有 


[πι +ntl?— em+inl = (m+nx) :+n y— em + nm) 


1 2 m 3 
-nl 1 一 )+( ten ) 


+n {ym— (co— 12” --ε 
当选 择 & 为 充分 小 的 正 数 ，c >> 1 但 接近 于 1 时 ， 上 式 的 第 一 项 
为 正 数 ， 而 第 三 项 也 大 于 0 《因为 在 +t 的 上 半 平 面 的 任何 闭 区 域 
中 ， 总 可 选 二 常数 只 ，?m， 使 |x | 和 ni，17 1 宇 7,)， 当 然 第 二 项 
亦 大 于 0 。 故 选择 充分 小 的 正 煞 。， 必 有 下 不 等 式 成 立 
m+nt> ε [πι -- ἐπ] 
从 而 得 


’ ΄ 1 -- 
页 
τα, Ἡ ΤΙ. Ἡ 


ΕΠ ΓΑΙ Πλ} «κκ ΑΕΕ (422), 2:78 
数 是 一 致 收敛 级 数 ， 并 在 站 的 上 半 平 面 的 任何 闭 区 域内 ， 此 级 数 
是 对 + 的 一 正则 洋 数 。 

对 于 函数 (τὸ, 由 于 其 表示 式 的 分 母 92 一 279; 是 函数 》 = 
(4) 的 方程 式 Αγ --σιν-ϑι- 0 的 判别 式 ， 该 方程 的 三 个 根 


i rr ος ο ϱ͵᾿ἱὐἱ-- 


ο νο ο... 
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ειπέεε, ΤΗΛ ΈΤΟ, ΕΜ (τὸ) 在 t 的 上 半 平 面 内 
的 每 个 点 是 7 的 正则 函数 。 

(2) 级 数 展开 式 

ΑΒ (τ) 看 作 全 一 6 的 函数 ， 并 将 /(T) 展 成 9 的 
级 数 。 因 为 J(T+1)=T(T), 故 J(T) λεφτα) 的 
单 值 函 数 。 

从 正 藤 的 无 限 乘积 式 出 发 


[7 
51 τι-πιζ]( 1 πι 
η 
取 上 式 对 数 的 导数 ， 得 
COSTH 1. “ερ 1 τ. 
sin ο (8.15) 
因为 
COS πι -ie ε""“( 1" 十 1 ) 
1 μὲ πας 
sin πα ----. ϱ-"“(ϱ)"''.. 1) 
2! 
3 7 =ex“%， 则 当 1ZI< 1 时 ， 得 
2Η ες. 1 
ποϊρπα-- πί 7] ο. 1 


---πὶ( 1 -22Ζ--227}-»'»} 
ΒΗ (8.15) 式 得 


1 了 1 -.1.) 一 2 2 ... 
2 ) 
(8.16) 
将 (8.16) 式 对 4 求 导 三 次 ， 得 


ο. αι κ.) 


再 求 导 二 次 ， 得 
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. 2; (ΠΕΠ --θάπ(ζ 十 3222 十 …) 
Δι --ητ(πὸ 0), 25 επ 一 q2， 从 而 得 
ΕΣ TR on‘(g"+ 89"+.) 
120 ο 4 (q+ 329"+ ee) 
将 上 二 式 代 入 (8.9) 式 得 
ο tt 


π 
60 {π' , 16π! ΚΤ ως ρα ει] 
= “5 + 3 » (9 十 89 + 站 
ΕΙ 


4 
ίσο) (一 + 3209: 十 256004 十 … ) 


ο ο 16π᾽ Σ (g”+32g"+… » 


- σσ) 8 48... 14336 ἐπ} 
Ζῶ 27 3 4 3 人 


代入 J(T) μμ 
15) 一 ΠΕ ππείο 


十 2149376094 十 …) ) (8.17) 


这 就 是 所 要 求 的 级 数 式 。 当 0 < 191< τὴ, εδ. 
(3) 在 基本 区 域 上 7(T) 的 分 布 
函数 /(z ) 的 值 在 基本 区 域 上 的 分 布 具有 下 述 特点 ， 
(i) Αττα Γἰ, Ἠ9--οοβ, ΡΜ (τ) 均一 地 趋 于 


ου ο μμ μυ. ο a θεα 
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无 限 大 。 
因为 48 =e™ ἕως ο. 1», ο, 一 Er2rxte 2*y 由 (8.17) 式 立 即 
可 以 得 出 这 个 结论 
ο ο) 在 基本 区 域 吃 的 项 点 + 二 i 和 T= 二 (一 1 十 iV 3)/2 
-ρ’ 处， 函数 值 分 别 为 


| -. 
J (i)=1, τει ο (8.18) 
1 ,V3 s 
因为 p= 一 -十 i 一 。~， 故 有 P” 一 1。 将 T 一 P 代入 g: 的 公 
式 得 
(2ωγ' 


ΝΠ’ 1 
ΠΝ δ) (πε πο ΙΝ 7 (πιρ’ ?+ πλ 
再 利用 关系 式 -- 1-90, 1 


΄ 1 1 
,TE ,Un 


1 
= Fp) 
πι ML 


故 得 
ο... ΄ 1 -1 (Coe) 
一 0 一 01 ρ΄ ο (πι, πι ϱ)} ρ΄ 60 σε 
或 
1 
gz 一 0 
最 后 得 
J (ϱ)- 
1 1 V3 


同 理 可 以 求 得 在 προ = ti πο 点 ， 
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J(T)=0; ἥτ- i 时 J (T)=1,。 

(iii) 基本 区 域 亿 中， 在 对 虚 轴 为 对 称 的 二 点 XT 和 人 ， 其 孙 
数 JCf) 和 J (Tt ) Ἀβ Ἅτι 

设 tT= 二 x 十 iy，T 二 一 x 十 iy， 与 + 对 应 的 不 变量 用 g,，gs 
表示 ， 而 与 对 应 的 为 gz，g3。 由 (8.9) 式 得 


16%wgs= 35 Σ Σ {(m+nxt+iny)’® 


πι ---1π---ο5ς 


De 
二 (一 Mm 十 nx 十 iny) 中 十 2( κ 十 1 2 ο 


π 二 一 Co 
一 35 δ > {(m -+nx+iny)® 
πε 1 下 三 一 09 
(πι --πκ--ιηγ) η -- 2(χ--ἰν) 2 ne 
入 = 一 oo 
3818 
ιβωϑρ,--35 ὃν δ) {(m—nx+iny)” 
πε-1π--οο 
“-(πΗ-πα--πν)ο-2(α ἐγ} νὰ η. 
π = 一 ce 


故 9: 与 9 为 共 辆 复数 ， 辐 理 σ. 8 σ:7.Α 4: 8 Ξ Ἀι, ΜΙ ΙΚΙ 6 
(τ) πο (τὸ 394818 Ἠτ. 

(ν)ΕΣΕΖΣΡ πὲ ΓΗ: εξ Βα ΠΊΕ ΜΕΣΗ ΓΡ ΗΡΑ. ΟΛ 3ΕΆΙ, 

Εμ.” 1 δὲ ΗΡΑ ΒΒ ΕΠΕ ΠΠΕδ᾽, ΤΏ 
的 边界 上 点 对 》 轴 旦 对 称 分 布 ， 其 一 为 + 一 十 1y， 田 一 为 5/ 一 
一 XxX 十 iy。 因 此 由 (iii) 知 对 称 的 边界 上 点 所 对 应 的 函数 J(T) 
与 了 (7 ) 构 成 共 轿 复数 对 。 另 一 方面 ， 已 知 边 界 上 点 + 和 7 (其 
中 有 一 个 不 属于 DD) 互 为 等 价 有 J(T)=J(r )。 故 J(T) 和 
{(τ) 为 实数 。 同 理 知 也 内 虚 轴 上 点 的 函数 值 为 实数 。 

(3) ΤΑ τα, ， 下 列 方程 在 基本 区 域 也 内 有 一 个 且 仅 


is eh. ee 


有 一 个 根 
J (Tt)—a=0 (8.19): 

为 了 证 明 这 个 性 质 ， 我 们 条 
用 性 质 〈i)， 即 了 -co 时 ，|7 
(TD)i->eo。 故 对 于 任意 的 a 1Η. 
Κ.Π ΚΗ 1Β “ΠΗ. ΕΗ 
ΒΗΠΙΟ (τλήσια!, ΒΠ (8.19) 
式 在 ? ΘΘΗΠῚΣ 有 根 。 如 图 8.3 
ΒΑ, Φ2ΞΗΗΕΞΕ ΗΕ ΤΌΚΩΙ Ἢκ 
界线 相交 于 4，A' 点 。 因 此 问 一 = 
题 化 为 在 ALIL’ 4’ κ με Da 中. 
求 (8.19) 式 有 几 个 根 。 

设 (8.19) 式 在 Da 边界 线 A4LIL’ 4 上 没有 根 ， 而 在 DD; 
中 有 ?个 根 ， 根 据 拉 格 朗 日 (Lagrange) 关于 正则 函数 零点 和 
极点 的 定理 得 


N= αφ / 《ad a - πὶ {+ γω’ Γ΄ 


+{ ,st μά ποσίτ)-α) 
--/ 7 ΕΕ Ες (9.29). 


ο κ... 


图 8.3 也 的 部 分 区 域 


Jit+/=0, /s+/:s=0 (8.21) 
因此 
ΙΡ ο 
σα {1π[](τ)- αἼ)ή, (8.22) 
μην 足够 大 时 ， 由 (8.17) 式 可 以 得 到 下 列 近 似 式 
J(T)—a > leei(1+e) 


1728 
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当 > 一 ceo 时， 一 0。 从 而 可 以 得 到 
ἐπί (τὸ) - αγ 一 2m 十 {ln(1 十 8) 1 一 27 
代入 (9.20) 式 得 =1， 即 在 De 内 ， 仅 有 一 个 点， 使 7 
(τ)-α, 
现在 设 在 Τη 的 边界 线 上 有 满足 (8.19) 式 的 根 ， 其 根 的 个 
数 必 然 是 有 限 的 ， 又 规定 5c 关 0，1， 则 显然 此 根 不 是 T = ii， 


"η 


一 土 


分 路 线 ， 如 图 8-4 所 示 。 其 中 也/， 
C7 分 别 是 由 刀 ，C 施 久 基 本 变换 得 4 σσ τα 
到 的 ， 即 Β’ --5Β, Ο’ =TC。 对 于 图 
8.4 的 积分 路 线 ， 显 然 (8.21) 式 成 20 ο. 
立 ， 用 类 似 分 析 法 亦 得 到 N = 1 的 结 | 
论 。 ς . 

(vi) 关于 aa=1，a= 0 时 , 方 ο 
Ἐξ (8.19) 根 的 阶 数 。 i 


从 的 分 析 中 知 需 考 察 下 列 5 


“Jr 


α- 1, α (τ)ὶ- 19 (8.23Α) 


αξθι ο (τ)-ο0 (8.23 8) 
当 a = 1 时， 围绕 + = i 作 小 圆周 ， 积 分 路 线 如 图 8.5(46) 所 
δν, ΕΠΗ (8. 和 Ἅ 


-a '{， + | adacT (7) 1) 


= 二 dlnC J (τ)- 121 


积分 变 成 考察 沿 电 的 积分 。 因 为 以 i 为 圆心 的 半径 很 小 ， 故 
有 7TB=B’， 则 绕 i 一 周 的 积分 《人 负 方 向 ) 为 


{νι} 
B+B B 


人 BG Ch ests ha Anos hee it 3 a ee μυ. 
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图 8.5 Dy 的 边界 (二 ) 


188’ 所 包围 的 小 圆 域内， 只 有 i 点 满足 (t+) 一 1=0。 
又 知 

27063 
0 一 2793 
可 见 当 J(T) 一 1= 0 时 ， 得 及 = 0， 故 可 以 判断 1 的 阶 数 是 
a 的 倍数 ， 以 25 表示， 则 得 


J (7T)—1= 
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Ξ---ἱλπ-«2λπ 
[.-» 2 


{ ----λπτε 
Β 


十 1 一 1 一 ?2， n=1—N 


由 此 得 

—1i2n% 

τοπ _ 
数 2 是 方程 (8,23A) 的 根 + = i 的 阶 数 ， 因 ?是正 整数 ， 故 
8 之 1， 田 一 方面 N 之 09， 由 此 知 1 夺 1， 故 得 

πι, Ν--0 

可 知 在 D 内 ， 仅 有 T= 二 i 是 J(T) 一 1 的 根 ， 其 阶 数 为 2。 前 面 
已 指出 ， 这 个 i 的 邻 域 只 有 一 半 属 于 D， 即 只 有 一 个 单 根 t=i 
属于 力 ， 而 另 一 个 根 则 属于 区 域 了 (图 8.2)。 


现在 研究 方程 (8.23B)。 已 知 T 一 (一 1 二 ἐν΄ 3)/2 处 J 
(T)==0，、， 有 时 类 似 的 方法 取 图 8.5(b)》 中 粗 线 作为 求 N 的 积分 
路 线 ， 则 积分 简化 为 


ο”... 
ἩΥ ΥΓΈΠΥΝ ΝΕΟΣ ΒΙΟ 的 积分 〈 人 参看 图 8.5)， 因 小 加 的 


直径 足够 小 ， 故 可 设 各 圆 弧 间 存在 如 下 变换 式 
Β’ -Τ5Β, Β’--5"'ΤΗ, 


N= 


ς’ =TC，C = 179S-1C， 
C“ 一 S-1C， 
小 圆周 总 长 
Ε--β--σ-Β’--οκβ’--σ 
加 图 周 半径 很 小 “有 


J sr) 


由 于 巨 的 内 部 只 有 P ==( 一 1 十 iV 3)/2 点 是 J(T)》 的 零点 ， 
并 有 J(P' =0，9= 0。 由 此 短 P″ 的 阶 数 是 3 的 倍数 ， 邻 以 


νννννννννἮἮὃνν ου. ο ο μή. ”Ρϱ'- 
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3# 表示 。 今 按 负 方 向 沿 圆周 五 积分 ， 则 得 


| =— τοπ -ὃ Ἡ 
Ε 


进一步 得 
+ 人 ==- ἱδππ, π 1 
由 此 得 
Ν-1-η, ΝΘ20 
故 


N=0, 8 一 1 


这 表明 ， 在 万 内 仅 有 YY =P' 是 J(r) 的 零点 ， 其 阶 数 等 于 3。 
这 三 个 志 中 属 思 的 只 有 一 个 。 7 =0 是 六 个 区 域 的 汇聚 点 ， 其 
他 五 个 区 域 (75, 55], Τ, ΤΟΙ, 55) 均 是 万 的 等 价 区 域 。 
这 六 个 区 域 各 含有 + = 的 全 部 邻 域 的 六 分 之 一 。 由 基本 区 域 
的 定义 知 ，T =P 只 能 属于 这 六 个 区 域 中 的 三 个 ， 即 万 和 另 二 
个 区 域 ， 而 不 属于 其 余 的 三 个 区 域 。 对 于 与 P 对 称 的 点 了 = 一 (1 
+i3)/2， 亦 有 相似 的 情形 , 它 不 属于 刀 ， 而 属于 SS。 因 此 ， 
在 τρ’ 的 三 重 根 ， 分 属于 三 个 区 域 ， 故 方程 (8.23B ) 在 刀 中 
仅 有 一 个 单 根 。 
(4)Tt-J 面 的 映像 
今 取 T+ 面 上 妃 的 一 半 区 域 进行 研究 。 如 上 面 指 出 的 ，7 ( 7) 
在 > 轴 上 以 及 万 的 半 周 界 上 取 实 数 〈 当 然 按 对 称 分 布 原理 ， 另 一 . 
半 周 界 上 J (rr) 也 是 实数 ， 但 这 半 个 周 界 按 定义 已 不 属 于 DD)。 
可 见 如 图 9.6 所 示 ， 在 t+ 面 上 粗 实 线 周 界 对 应 了 (T+) 面 的 实 轴 。 
根据 以 上 分 析 ， 当 下 一 2 -co 时 ,  έτ)ςοο(ἡ ΑΡ): 
tT 二 了 时 ,J (tT)=1(B 点 ); τ-ί--1-- ν΄ Α)/2Μ. (τὸ 
二 0 (A 点 )。 因 此 当 + 由 7 =o2 处 沿 》 轴 下 降 时 ，J (TT ) 则 相应 
地 由 + 点 沿 实 和 逐渐 减少 ， 当 + 下 降 到 i 点 时 ，J(T) 减少 
到 十 1。 当 T+ 继续 沿 单位 圈 由 T+ 二 二 到 P 点 时 ，J {7T) 由 十 1 
下 降 到 0，、 当 Tt 由 Tt =P” κα 二 一 1/2 线 向 上 移动 时 ， 
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图 8.6 τ- αμ 


J(T) 值 继 续 减 小 (入 0 )， 否 则 它 在 此 边 上 到 值 等 于 它 在 先前 
边 上 的 值 ， 由 5 8.5 的 性 质 (1 ) 知 ， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 当 *Y 
沿 x 一 一 17/2 边 上 升 至 ceo 时， 了 (TY) 则 消 实 轴 下 降 至 一 cc， 在 
τ-;(τ) 面 上 这 种 对 应 关系 是 一 对 一 的 。 因 此 + 面 上 CAB 区 
域 映射 为 (Tt) 面 的 上 半 平 面 。 根 据 对 称 性 原理 ， 以 》 轴 为 
对 称 轴 的 妃 的 另 一 半 区 域 对 应 着 (Tt) 的 下 半 平 面 ,对 T= 十 
iy 和 人 二 一 % 十 记 一 点 对 应 的 J(T) Ξ(τ’), -ΒΒἈΕΒ 
Σι, τε (τ) 面 上 对 实 轴 呈 对 称 分 布 。 

对 T+ 面 上 其 他 等 价 区 域 ， 在 J(T) 面 上 有 对 应 的 区 域 。 因 
此 + 的 上 半 平 面 对 应 着 以 2，0，1 为 支点 的 无 数 以 J (Tt) 平 
面议 连结 成 的 柳 曼 (Riemann) 面 。 


38.5 模 函 数 X(YT) 


前 面 研究 的 模 函 数 了 J(T) 是 一 个 最 简单 的 模 函 数 。 现 在 研 
完 模 函 数 和 (T+ )。 它 等 于 雅 各 比 椭圆 函数 模 的 平方 ， 由 (3.100) 
式 得 


2 ϑι(ο!τ).. 
πιο) ACT) 8:29 


λ[2Ετ[ηβπΝ, “]ι(τ)»05[, ἩλέετπιΕΠ, ΜΗ ΝΙλ 
(τ) 的 一 个 重要 性 质 是 它 对 于 模 变换 群 并 非 不 变 。 例 如 二 个 基 
本 变换 


θ 1 
0 -τ 
r-| | wTi 1 
1 0 τ 
应 用 (7.19) 式 得 
| ος φ(01τ). 
λίτΕ1Ξ τες [τὸ 


再 由 (3.82) Ἀ δισ, Αλ ΕΞ8 


A(TT1)=—— (8.25) 


根据 (7.36) 和 (7.37) 式 得 
ο“... δέ(01τ)--ὁσ(0| 1) 
τ, δι(οϊτ) 8 0]τ) 
因此 有 


λ(--1-}-ι-λ(τ) (8.26) 


还 可 以 证 明 ， 对 于 其 他 变换 和 X(T) 也 是 变化 的 。 虽 然 如 此 ， 
我 们 仍然 可 以 从 整个 模 群 工 中 取 某 一 个 子 群 (ΓΟ, 使 函数 和 
(τ) 对 于 该 子 群 是 不 变 的 ， 并 由 此 得 出 X(t) 的 基本 区 域 。 

模 群 中 的 每 一 个 变换 都 是 由 S$，7 了 的 结合 而 形成 的 ， 由 ὃ 
8.2 分 析 已 知 ， 任 一 变换 1M 都 具有 下 列 形式 | 

有 一 TS Γ.Γ.” Το” (8. 27) 

为 了 得 到 模 函 数 的 基本 区 域 ， 须 搞 清 如 何 选取 M 使 函数 、 
[Μτ) 不 变 或 具有 不 同 的 值 。 换 旬 话 说 ， 应 了 解 如 何 选 取 (8.27) 
式 中 的 指数 站，[ ，…m， π 的 值 ， 使 函数 和 (MT) 不 变 ， 或 改 
变 ， 首 先 我 们 注意 到 ， 由 (8.25) 式 得 
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λ (5τ) 
λ(δτ)--1 
λ(τ) 
ΠΕΣ 
另外 ， 因 Τὲ-- 了 ， 得 
入 (六 TD) 一 入 (CTTD= 和 CT) 
因此 为 了 得 到 和 (MT) 的 不 同 值 ， 应 研究 (8.27) 式 中 使 
i，1，…，m，1 的 每 一 个 取 6 或 1 的 变换 。 嗓 应 研究 下 列 各 
种 变换 
TSTS...T, Το Τὸ, ο] ιν STST...S 
注意 到 


和 (SIT)= ALS(ST)I= 


= 入 (CT) 
| 


STSTST=TSTSTS= 1 


STSTST?) = λ (5ΤΟΤΟΤ)Ξ λ (τὸ 
又 
A(TSTST)= MTSTSTSST7T)= \ (911) 
故 剩 下 如 下 五 种 变换 
S, T, ST, TS, TST 
连同 了 共 六 种 ， 可 以 看 到 
和 (TD 一 入 (T) 
ΠΝ 
λίθτ) τ} (τγ-.1 
λ(Ττ)-:-1--1λίτ) 
λ(5Ττγ-- λ (7τ) 1— A(t) 


FT  τ-λίτ)-ι 


_X(T) 一 1 '-1 
κ Τλ 6 Τυ 


λ(τ) 1 
πε ποπ στ 


λ(15Ττ) -- 1 --λ (57τ)-- 1 


-λίτ}-1. - 
οκ πα 15159 


(9.28) 


RT φον σαὶ 
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π ΜΜ ΕΙ, 5, Τ, Το 5, δΤ5 时 ， 得 到 的 和 
(Μτ) 是 不 同 的 。 因 此 函数 和 (TY ) 的 基本 区 域 无 应 包括 用 1 ，>， 
Τ, Τ5, 57], 5Τ5 为 表征 的 不 同 的 六 个 区 域 ， 它 们 是 与 束 个 
模 群 基本 区 域 刀 等 价 的 六 个 区 域 。 图 8.7 表示 出 这 六 个 区 域 。 这 
些 区 域 的 形成 过 程 是 ， 先 取 姜 的 左 半 区 πὰ (152 轴 为 界 ) 作为 


图 8.7 《< ) 的 基本 区 域 E，T = x +iy 


站 ,， 该 区 域 是 由 直线 x 一 0，z 一 一 一 和 圆周 | +1 一 1 为 边界 。 


然后 对 D; 的 每 一 点 作 变 换 S 得 到 区 域 $5， 同 理 可 以 得 到 图 示 的 
区 域 T，S-'*T，TS，STS。 结 果 得 到 的 基本 区 域 E 是 由 直线 


和 圆周 


所 围 成 的 。 


με... 3 一 6 ， 1 - Εἲ-- CC 


@=P(0), C= PD), Es= I (D+O) 


可 以 得 到 
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1 «Ελ Εμ 1-1 --ἤλ)--ι-- (6ε-- 69)8ι--ε) 


(6ι --- 6) 
sel “十 ex 十 Cs -一 (eaes 十 eae 1 十 eles) 
ζθι---ι)” 
ζει 十 ez 十 es) 一 3(ezes 十 esel 十 elez) 
(έντ- ει)” 
一 30; 
4(ει --ἐν)” 
故 
g3 
τ 一 到- = 2 
ο (7) -27 Ge 一 -- ο) 
4 (1 -- β--- 人) 
一 27 ος 
6 一 go 6} --6ᾳ} 
κα. (ΠΕΠ 
一 27 ACT ο, 
最 后 得 


J(T) 一 Ἕν ο Ἐπ 
在 和 (T+》 的 基本 区 域 E 中 ， 当 (+) 取 任 意 数 o 时 ， 只 能 
取 一 次 ， 并 有 满足 (7) = a 的 7 存在， 此 值 满足 下 式 κ 
J (TT) 一 -六 πα. =4 (8.29A) 
由 函数 了 (T+) 的 性 质 知 ， 在 Ds，S，7T，7TS，S-1T，STS 各 
区 域内 ， 满 足 7 CT ) = 4 之 点 仅 有 一 点 ， 这 表示 在 互 中 满足 了 
(τ)- 4 之 T 点 ， 共 有 六 点 。 但 这 六 点 中 ， 只 有 一 点 表示 入 (TD) 
= a ， 其 他 各 点 的 入 (Tt) 三 a， 各 点 的 入 (T)》 分 别 如 下 ， 


(8.29) 


1 a “a~l 
Ἱ- α α- 1) α 


、 1 
入 (T) 一 G， 1-ασ, α ， 


(8.30) 
-特殊 情况 是 ， 当 


τ ee ο ο... “π:““..πἌ 
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可 见 出 现 了 函数 等 值 情况 ， 此 时 须 用 与 上 一 节 的 J(t) 相 
同 的 方法 处 理 。 

土 述 分 析 表 明 + 平面 上 的 基本 区 域 E， 与 和 \ 的 全 平面 构成 一 
对 一 的 对 应 关系 ， 下 面 来 进一步 讨论 这 种 对 应 关系 。 

首先 考察 + 沿 虚 轴 7》 (t+ 二 x 十 iy) 变动 情形 。 将 (3.92), 
(3.93) 式 代入 (8.24) 式 ， 得 


Cr 下 Ξ]θα Πί ---- (8.31) 


当 τ 二 iy 时 ， ᾳ =e" --ο-5» 0, λίτ᾽»0. κ Ἡ 7 一 co 时 ， 
9 一 0， 和 (tT)—>0, 当 T+ = 二 1 时 ， 格 阵 @ 呈 正方 形 ， 由 52.1 
-ᾱ 8, 2 一 一 6，6s 一 0， 得 


A(i)=— —®% -= 1 


一 6 一 2 2 
因此 当 + 自 i 点 沿 虚 轴 上 升 至 无 限 远 点 时 ， 相 应 地 在 入 面 上 和 
沿 实 轴 自 -一 0。 关于 面 虚 轴 上 + 一 1 一 0 的 部 分 ， 它 等 于 
将 变换 施 于 虚 轴 上 + = i > i co 的 部 分 。 在 这 种 变换 下 函数 入 


应 改变 为 1 一 入 。 因 此 T+ = 0 -> i 的 部 分 ,对 应 入 面 实 轴 上 , 入 = 
1 


1 一- 


其 次 ， 若 对 了 面 虚 轴 施 以 变换 3 时， 得 六 一 一 工 十 1 
此 时 
gq μμ ey λ (τ’}5» 0 


可 见 Y 面 上 直线 x = 一 一 1， 对 应 入 平面 实 轴 上 入 = 0 一 一 < 的 部 
分 。 对 于 直线 x 二 1， 亦 有 相似 的 结论。 
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景 后 ， 车 对 + == x = 1 施 以 变换 7, 则 Tt/ 一 一 +.， 即 


τ 


, 1 
Χ’ “一 一 一 -~ 
ΤΊΣ 1 εν 


二 边 同 加 +， 得 


2 
(ο τεμ) + yw: ᾱ- 
2 4 


这 表明 变换 后 *” 是 圆心 位 于 x' 一 一- 于-， 半 径 为 二 -的 圆周 。 


相应 于 该 变换 的 函数 应 改变 为 1 一 人， 而 入 原 位 于 0 一 一 ee 部 
分 。 由 此 可 见 T 面 上 以 《一 1，0) 为 直径 的 上 半 个 圆周 对 应 入 
面 实 轴 上 ce 一 1 的 部 分 。 二 个 平面 上 对 应 点 用 A，B，C，, ΠΕ 
示 ， 全 部 映像 见 图 8. 8。 


图 8.8 + 入 面 的 映像 


ee elec dt 


第 九 章 ”椭圆 函数 的 三 角 级 数 却 


本 章 研究 将 椭圆 函数 展开 为 一 重 三 角 级 数 式 ， 包 括 将 有 实数 
周期 的 函数 在 正则 带 域内 展开 为 傅 里 叶 级 数 。 这 些 级 数 式 是 以 ?9 
的 函数 作为 系数 ， 在 | 9 |< 1 时 具有 较 快 收敛 性 。 


89,1 χ.ο, ζ, σ. 的 级 数 式 


本 节 将 卫 尔 斯 特 拉 斯 型 函数 展 成 一 维 无 限 级 数 式 ， 其 系数 包 . 
含 人 参量 9 (=e"")， 这 对 实际 计算 显然 是 很 有 意义 的 。 κ 

首先 研究 函数 0 (4u)。 令 9 =e”"，，2z =e*, 4 一 20,0, 将 
(3. 87) 一 (3.94) 式 代入 (3.95) 式 得 


oO(W)=20eC 0 ης 1 1 

ο... 
ΣΣ 
= ελα ginny Π 1 -5 ο. (9.1) 
π-ι 

ο. 
= Crio1 7 ---. TI ια κα ης 3 
ην Π - σας Ἕν - 9.2) 

n=1 

OD 

ee Π Ὁ πηςεον Ὢ 
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1 十 2927 lcos2nv + gi 


co 
一 C2n101P2 | | 


a) 6 
zoo2 BC VY ) 
OH)= ει παλ 
wo TT 《1 一 9 2 En ἐπα 
一 elol ΠΤ σσ Νὴ 
sow TT 1—2g"'cos2nvtg’”? 
ΠΣ κ. (1 -ϕ 2 (9.4) 
其 次 研究 函数 (4)。 根 据 (3.,12) 式 
E (C4)= ας Ἱασ (η) σι” (9.5) 
将 (9.1) 式 关于 4 取 对 数 并 求 导 ， 代 入 上 式 得 
ς CD-2no+ 下 | ctgrv+ Ὁ) -τ | 
νυν 


(9.6Α) 
这 是 一 重 无 限 级 数 式 ， 而 不 是 象 (3.3) 式 那样 的 二 重 级 数 式 。 除 此 
而 外 ， 还 可 以 表示 成 另 一 种 级 数 形式 ， 即 


- ἐπ z 十 21 
tC Cu)=2Nv0+ Ζω; 2 zi 
ἐπ κα αλ ασ" :1 
-| 919) 


还 可 以 将 上 式 化 为 另 一 种 形式 。 对 于 上 式 右 方 的 二 无 限 级 数 


αν 27 
Σ Tg 


8 = 1 


gz -2 


τον: 


因 iq !<< 1， 故 易 证 明 在 其 分 母 不 等 于 0 的 z 之 任意 变 域内 , 级 数 


具有 最 大 的 收敛 性 。 今 选取 Ζ, 


使 满足 


| Ιᾳ «Ισ ] 
在 此 环 状 域内 ， 必 成 立 下 列 二 不 等 式 


|ᾳ7"αἩ < 1 


νιωο..,..-ᾱ-ᾱ-.-.--.»,........-.αμαὰ,........-......"-..----.----;..---:--;.-πμι 


lg2z 1 
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故 可 将 上 述 二 级 数 展 为 z ΙΑ, {112 ΕΙ, 8 


“5 Φα ασ: 2 oo θες - -. 
2 G 一 gz 1-ᾳΐα -)- δ. ο. αἱ 
将 上 式 代 入 (9.6B ) 式 得 


- π ἐπ τ ᾳ νη 
ξία)- 2ο ες ctgxo 一- Tg 22”) 
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2x - ᾳ 
ὦ, Σ τν sin2nTD (9. 7) 


一 2n0 十 二 一 ctgT0 十 


7ο 
n=1 
ο -- 
«(ὐ)--ξ’(α) 
-αὐρή- 4Ώιῶι + rcsc ny — 8n? Σ πα φις 
1 = 1 


(9.8Α) 


τ G222 72 ο” οἳ 
十 » [ 1 --ϕ ΣΤ. 十 C1 ο ων ea) 
再 对 4 求 导 一 次 得 
στον ) ίσος) - 


十 16 Σ τῳ» 人 samm | (9.9) 


n=1 
此 外 ， 还 可 以 将 与 到 (ua ) 及 其 微分 方程 有 关 的 若干 常数 展开 


成 级 数 式 。 . 
在 (9.8B ) 中 ， 令 ==@,，z = i ， 则 得 6 的 表示 式 


ο συ ο ο ο br -- ἄμα 
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ος) | πον τε δε 


Oo κ 2ῶι 1 
(9.10) 
同样 ， 令 4 二 0@,， z 一 9 得 
η, π AS 59 qq”! 
ez 一 多 (Oo 一 一 -站 一 2 ( --) 21 (gry? (9.11) 
青 令 4 = 一 Oi 一 0 2 Ξ--ἰς', 得 
η, | 8 σι . ορ 
es 一 中 (oO 一 一 再 -十 2 (-Ξ-) Σ πο (9. 12) 
n=l 
将 (9.6A) 的 右 方 展开 成 " 的 里 级 数 ， 得 
π 1 1 1 
έν) -- 2η10 -- pr { 二 本 πο 一 15 (Xu) 
2 5 
τοις (ο) .. } 
Ἔ---(παυγ'-.} (9.13A) 
15 : 
再 以 4 一 2o2 代入 (3.4B ) 式 中 ， 得 
-.1. 20101 οἱ. 893%1 5 
5604) 一 和 5 一 35 (9.138) 
比较 上 二 式 中 " υἱ, Jv 之 系数 则 得 
πλ 1 τ πας 
μπα ? 2 1 | (9.14) 
ο -(-ᾱ-) 和 0 5 μα” | 
2 \w 12 1 1 αν | 
= 去 ( --) 11 +240092 十 99 十 28g" 十 Τ3ᾳ--126α15----.}} 


(9.19) 


ο ο... 


210 


/ x Ye 1 7 55 πο” 
θετή ο / [η 3 1 一 9” 


1 


mT A8 
-γεί---) 11 --504(ᾳ7-- 839" ἠ- 24447 


十 10570 十 31269 十 …) (9.16) 


59.2 雅 各 比 函 数 的 傅 里 叶 级 数 式 


本 节 我 们 要 研究 具有 实数 周期 ， 生 在 平行 于 实 轴 的 闭 带 域内 
收 合 的 桶 圆 函 数 展开 为 依 里 叶 级 数 的 问题 。 首 先 讨论 这 种 函数 的 
傅 里 叶 级 数 的 系数 与 函数 带 域 参 量 闻 的 关系 ， 然 后 再 对 雅 各 比 顶 
数 进 行 展开 。 
- 61} 周期 性 解析 函数 的 带 域 与 其 傅 里 叶 级 数 系数 间 的 关系 
(i) 设 Fz)(0z=x 十 1) 是 周期 为 2r 的 解析 函数 ， 且 在 
闭 带 域 一 a 秋 y 委 604>0、58>0) 内 为 正则 的 。 又 设 函 数 的 
傅 里 时 级 数 为 


oo 


;ίΖ)- ἋΣ εὐ" (9.17) 
π - -οο 


则 有 


ic sd Με”. 
} (9.18) 


οι ο 
πτθς 1. ο” 
式 中 以 是 与 1 无关 的 常数 。 为 了 证 明 (9.18) 式 成 立 ， 取 以 2 =0， 
3π, 3π!-ἰδ, 16 为 顶点 的 矩形 。 函 数 f(z )e” 在 该 矩形 内 及 αι 
界 上 为 正则 的 ， 故 读 函 数 沿 矩形 边界 的 积分 为 0， 即 


Π Εέκ εκ κα | f Cartiy) emdy 
0 xi nb . 0 + -- 
+ 人 Γκ 十 各) εἩὶ dxt i {of Ciy)e "αν 


[ια], +7 Εις 0 
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考虑 到 画 数 的 周期 性 ，7, 十 T= 0 ， 因 此 得 
| Ε(αλεθάκ-ο“[1“ fCxtib)erds 


故 
ce f (%+ib)e™'dx 
设 f(x ) 在 带 域内 满足 
|f (x)IEM 
由 此 得 出 


lealMe™ (n=0, 1, 3, *…) 
同 理 可 证 得 关于 c 的 不 等 式 。 

(证) 上 反 过 来 ， 设 有 不 等 式 (9.18) 存 在 ， 可 以 证 明 级 数 (9.17) 
式 在 带 域 一 a 过》 之 bb 所 包含 的 任意 带 域内 为 均一 旦 绝对 收敛， 
并 在 带 域 一 4 记过 4 内 是 一 个 周期 为 2 的 正则 解析 函数 。 

(11) μι f(z) 的 正则 带 域 的 量 a，P， 由 下 式 峭 定 


=lim | 13» 了 
ποσο VY οι) 


1 1 
β -tin ny 
为 了 证 明 这 一 点 ， 令 公式 (9.19) 确 定 的 数 为 a，$B， 则 对 任 
意 的 。 之 0 有 充分 大 的 数 z 使 下 列 不 等 式 成 立 
[ο.ε|«ε ον ο) «επ» 
根据 (ii) 和 f(z ) 在 带 域 
—(oa~e)<yI<B—e 
内 为 正则 的 。 但 因 。 为 任意 数 ， 故 f(z ) 在 带 域 
-a<y<BP 
内 为 正则 的 。 而 且 这 个 参量 a，B 所 确定 的 带 域 是 使 1( z ) 为 正 
则 的 最 大 带 域 。 否 则 由 ( i ) 可 以 得 出 ， 在 不 等 式 
ca Με" (n=0,1,2,.") 


(9.19) 
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内 能 取 口 之 B， 或 在 不 等 式 
Iicx|Me™ (和 一 0，1，2, …) 


内 能 取 a ας 。 在 这 二 种 情况 下 ， 我 们 分 别 得 到 


lim BE Tc ΠΡ β, lim ,p> a 

这 显然 与 题 设 相 违背 。 从 而 证 明 (9.19) 式 成 立 。 

42) 雅 各 比 隙 数 的 傅 里 叶 级 数 

雅 各 比 炳 圆通 数 是 以 实数 为 周期 的 有 理 型 函数 ， 能 够 在 正则 
的 闭 带 域内 将 它们 展开 成 傅 里 叶 级 数 。 

首先 考察 函数 sn 4 

sn2K v=sn(2Kvo, β) 

Κ’ 
Κ 
函数 sn 4 的 周期 为 (4K,i2K )， 故 0 的 周期 为 (2 ,iK 人 /KK), 其 
中 实数 的 周期 为 4。 因为 sn 4 是 奇 函 数 ， 故 设 其 傅 里 叶 展 开 式 为 


4=2Kv, T=1- 


ος 
sn2Kv= Σ ο͵βίπππυ 
π 1 


其 系数 公式 


1 _ 
ο-- [ 1 sn2Kvsinnrvdo 


该 积分 的 计算 可 以 藉 助 于 求 { sn2 天 ae"“'do 沿 闭合 路 径 的 围 道 积 


分 ， 闭 合 路 径 取 以 4 一 一 1, 瑟 = 十 1,C= 一 2 二 T， 刀 =1T 为 顶 
点 的 平行 四 边 形 。 在 该 四 边 形 中 sn2 玉 o 有 二 个 极点 0 = /2， 
v 二 1 十 +/2， 利 用 sn# 在 极点 4 一 iK 的 如 下 展开 式 

1 ΓΑ’ εἶτ 22Ν' ἘΝ 


οἱ 7 360k +t 


sn{ 4 +iK’)= τ 十 

(9. 20) 

知 sn 4 在 极点 处 的 留 数 为 1/ hk 。 由 此 得 被 积 函 数 在 上 述 二 个 极 
点 的 留 数 分 别 是 
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τ ᾽ ( τ ， 
6 2 Ια ο ἘΣ ΩΣ _ (~ 1 )"g"’? 
ΚΕ ΚΡ 2KR σσ. 


由 函数 的 周期 性 知 ， 沿 BC 和 04 两 段 的 积分 互相 抵消 。 因 此 得 


一 (一 19 -- 上 ΠΝ Μη [ 
[1 ί-1»7 13Κβ ~ πι. _1 . | sn2Koe ασ 


1 i 
二 = ， - [ {sn2Kve”"—sn2K( ν 十 1 十 τ Dee et ydp 


1 
一 1 | | i1+(— 1)"g") sn2Kve”™™'dv 


i27 
--} (1+( 一 1)" ο”) [ | sn2K usinnroda 
12π Δ-ι 
"ο ης 
ρα ασ 1 


8 
π[1-ί-1}077 
Ορ ΕΚΕΙ 十 [一 Οὐ 


显然 cx 一 0， 只 有 # 为 奇数 时 ο, 才 不 为 零 。 最 后 后 得 sn 4 的 展 
开 式 


3 Sin(2% 一 1 )TD 


sn2K v= ze »3 1 — 0 (9.21) 
同样 可 求 得 
ΚΒ 
2. 5 cos(21 一 1 }πο 
cn2K v= Κ᾿ λ 和 _ ta” TT (9.22) 
η = 


ᾳ "cos27TD | (9.23) 


πὶ τ 
ἀπλΚο--Ὶ1 κ 4 » μμ”. 


所 一 


το ο. ος 
为 了 得 到 ns 4u，new，ndu 的 展开 式 ， 须 应 用 下 列 等 式 


.. μου υυυ μμ ο ο ene ϱϱ͵---. 
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ση( " ἘΚ’ })---π( 8 —K+K+iK’)=hk"!'de( 4 —K) 


ο 
得 ης 8 (9.24): 
ns2Kou—hsn2K( υ ----) 
2 
ΕΣ 
8. ο 0 25η te π --1) τι υ +2) 
Kk λ 25-1 = 
n=1 1 一 9 
co π ... 
π 9 -- 
πΞ) 
1 
一 9 ἜΤ x θ᾽ 2π-))ποὶ | 
π τ 1 . 
一 - 一 了 六 一 στ οὐ” 1 Eee ne] 
ἐκ ο 1 --οᾗ η ἑ 
一 [ 1 一 ο. πο | 
π τ. 202lsin(27 一 
-ᾗ- Σ : το +ie Dre κ 
{ 1 1—4 
注意 到 上 式 第 二 项 级 数 
Ca-Dzoi - ee -- 1 
n=1 1-67 i2sinmv 
代入 后 得 
ο...” Σ ο 
ΙΝ I nT (9.25) 
同样 可 求 得 
πολΚυ---τππ- πο 1-4 SD ος 和 cos(2 — D0 
ΞΕ i ec Σ 1 二 9225 


(9.26). 


215 


--- τ (— 1)"g’”"cos2nnv 
ο. ο πο ρα ο | (9.21) 


同 理 得 到 其 他 六 个 函数 的 依 里 叶 级 数 式 


4 


σι ο Ἑἵπδηπυ 
μα. 2 1 gq” | (9.28) 


| π 
εςδΚυ-- οκ 


π τ (-- 1)"g”sin2nxv 
SC Ko HR Niet 4 λ 1 Tg 1.2 


aasKo- ἷς ἠκοοτοτ4 λ 1-am 
到 - 


ο7”Ιοΐη(2 π-- 1 πο 
2 1 


1 σι] 


oo π -二 
27 (--1}ᾳ ?sin(2n --1)πυ 
sd2Kv= Fh δ To (9.51) 


n=1 


1 
De 各 πο 
2 -1)7 2 21 --1)πυ 
εἁλΚυ--επ- λ (-1}α I κ απ (9.92) 
n= 


τ. (--ι)7ο! οπ- 1)π 
dec2K v= Ξ ςεοπῦ 一 4 λ (αλα cos(2n 1) "| 
n= 1 


2 1 一 4 
(9.33) 
这 些 级 数 式 中 除 级 数 项 外 还 包括 有 三 角 函 数 项 的 ， 其 收敛 域 为 
Lu)l<7TeCT) 
其 他 级 数 的 收 和 伍 域 为 


、 πο πα 


雅 各 比 画 数 2 (4 7) 的 傅 里 时 级 数 式 为 


2 (2Κυ)--κ- λ ου (9.34 A) 
n= 1 


该 式 的 证 明 见 下 一 节 。 除 了 这 个 级 数 式 外 ， 还 可 将 >(#) 展 开 4 
的 级 数 式 。 由 (3.128) 式 得 


ο ο 


ee 
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Θ/Κ) _ HV) 1. 
z (2Kv)= Θ(2Κυ) 一 Κβο) οκ ΜΙ πό (υ) 


将 8(2 ) 的 无 穷 乘积 式 (3.90) 式 代入 上 式 ， 即 得 


η””ἱοίηλπυ 


、 . Ὁ 
-ΩΚυ)--κ- «ΖΘ, 1 十 9” eos2ro 二 9 


89.83. ὃν /#4 的 健 里 叶 级 数 式 


西 他 洱 数 的 对 数 微分 也 具有 实数 周期 ，v = 1 ， 故 可 以 在 平行 于 
实 轴 的 条 带 内 将 其 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 其 分 析 过 程 同 雅 各 比 函 数 。 
先 研 究 部 (v )/8s《v )， 考 虑 到 它 是 奇 函 数 ， 故 


443-85 (9.34Β} 


ϑ(υ) πα ， 
παρα Σ cSin2nmy 
1/2 
6, ο”. 8, ο, 


这 个 积分 πμ μβΗΤ ΗΧΟ ΒΞΕ, 围 道 四 边 形 的 顶点 4 


-一 B= 二， C = 于 +r， Ρ--τ. 被 积 函 数 ezo” 


ϑ1(υ/ϑ.(υ) 在 该 四 边 形 中 仅 有 一 个 极点 ” = + /2， 在 该 极点 
的 留 数 是 


沿 围 道 的 ΒΟ 和 DA 二 段 的 积分 应 互相 抵消 ， 故 有 
... 1 Ν δ(υ) anal 
σ-ῃ-]ω + | pssse “do 


ο”... 


- 1/3 AU 十 TD) ο΄". nvr)! 
Ρο. ἨΈ ἀν } 
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=_ 1 {; | /2 ϑι(υ) εἶπ2ηπυαυ 


- ἔ2π| -1/2 δυο) 
- 1/2 (0) . 了 σας 2πκψ' 
ο. μον -. αν} 
i dsin 2nnvdy Ἢ 
-li -1/2 ΚΟ 
αρ Ψ(ο) 
ig --- Π ysin 2παοάο] 
--..1 ρα. 0. 
=7x(1 ᾳλο 
由 此 得 
δ,(υ). σι ϱ ἶπδηπυ 
HV) 4™ 2 1 -ᾳ (9.35) 


由 关系 式 (3.128) 即 得 到 (9.34A) 式 。 
用 ov 十 去 替换 "。 应 用 (3.72) 式 得 


ο ας 


在 (9.35) 式 中 用 0 一 了 替代 v 得 


27 ᾳ" -ῃ απο 3”) ἍἨπυο 
一 τὸ 2) perk οἳ 一 ge . 


ο ο λος 和 Pa 


由 关系 式 
5ο i 
δι re 
从 而 得 
8: ν--τ) ος 
2 4 [εν “Ξπληπυ 
sa --) ,2 工 一 
2 
这 用 关系 式 
Lo 一 一 ie ) 
得 


因此 得 到 9(> λ/ϑι(υ8ε 


δ1( υ ) τι gsin2nno 


1 一 
πλ μαι 


π- 1 


1-7" 


将 上 式 中 用。 ΗΝ, 1831 9(ο) δν 二 


9 


ὃν 


μανμωο Σ (- 1) Sinn 


δεν) 
级 数 (9.35) 和 (9.36) 式 的 收 全 条 件 是 
μ.(ογ«Σ1.(τ) 


而 级 数 (9.37) 和 (9.38) 的 收敛 条 件 是 
μαίυ)ἰ«[α τ). 


(9.37) 


(9.38) 


第 十 章 ”椭圆 函数 的 保 角 映射 


本 章 研究 椭圆 函数 在 保 角 映射 方面 的 应 用 ， 但 不 以 具体 工程 
技术 课题 为 对 象 ， 而 是 分 析 具 有 典型 性 的 函数 本 身 。 本 章 前 部 分 
包括 基本 椭圆 函数 ， 拟 查 圆 函数 和 棍 圆 积分 在 单 连通 域 的 保 角 映 
射 问题 :后 部 分 讨论 了 双 连 通 域 多 角形 的 保 角 映射 问题 各 种 情况 
均 可 表示 为 相应 的 许 瓦 兹 - 克 力 斯 托 弗 尔 (Schwarz-Crystoffel) 
变换 式 形式 。 


+ $10.1 雅 各 比 函 数 的 映射 


本 节 要 研究 几 个 基本 雅 各 比 权 圆 函数 所 构成 的 保 角 映射 ， 并 
假定 是 “实数 ”型 的 ， 妈 是 实数 (0 «Ας 1), οι(Ξ5 0) 是 
实数 ，%s( 二 @ 人) 是 虚数 ，K 和 K' 是 实数 。 设 变量 4 (Re4=w， 
Im 4 二 Ww) Ἠω(Κεωτωι, Ίπιω τω) 存在 下 列 函数 关系 


w= FF(4) 
式 中 所 是 椭圆 函数 。 该 函数 在 二 个 面 上 映像 的 对 应 点 用 相同 符号 
表示 。 
(1) 函数 w= 二 sn 4 


这 是 我 们 比较 熟悉 的 一 种 变换 函数 ， 它 的 等 效 形 式 
ο ο. 


κ ος ολ Ω9.1) 


是 许 瓦 兹 - 克 力 斯 托 弗 尔 变换 式 。 它 将 ! 平面 上 以 0， 天 ， 天 十 
i 汪 “， 和 本 “为 顶点 的 四 边 形 喘 射 为 z 面 的 第 一 象限 ， 而 四 边 形 
-Κ. Κ, ΚΠιΚ’, -Κ-ΙΚ’ ιθγ γω ΕΤΗ, 9] δὴ 从 
一 ce 到 1 和 从 ἕ]οο, α =1K 人 点 对 应 平面 上 实 轴 的 无 限 远 点 


图 10.1 W=snu 的 喘 像 


五 ， 如 图 10.1 所 示 。 

现在 就 变换 函数 的 展开 式 来 说 明 二 个 面 鼎 像 闻 的 关系 。 应 
ΒΒ ΒΒ ΒΚ sn 的 加 法 公式 (5.30)， 及 下 列 “ 虚 ”变换 式 (参见 (7.28) 
一 (7.25) 式 ) 


ps) 
snliu, ὁ j= i επί α. 5’) cnki αλα 5 
. Β΄ 
dn(iu, Bh ου (10.2) 


可 以 得 到 
τ 一 节 | 十 ?zy 一 Sn 十 fs k ) 
一 Csna(aos ϱ )cafikz ἃ )ἀπ(ία,, Rh)+sn(ins, kh) οπ( αν 
β )4αίι,, RD)]AC1L 一 Asn (ay Ελα (ia Κα} 
一 [sn 人 xi， k )da(z 有 )+ ἑκπί(αν β' )οπίαν ἃ Jecp (ts RD) 
dn(w, RR)I/Een’:(u., R’)+ βλ 1 Rk )sn’(u,, β΄ }} 


(10.3) 
ws 一 0 了 时， 导致 下 列 因子 为 0 .…， 
snlus β΄ j= 0, τοπία, RR)=0, σπίώ, hk’ y= 0 
由 (10.2) 式 得 
οπ(ίΏ,,β)--0, cn Rh)= 0,cn(ids, R)=00 
故 应 有 4,=2mK 人 一 (2m 十 17K, 轴 二 (2m 十 1)K'， 根据 图 
2.4， 当 4 在 周期 四 边 形 岗 界 上 移动 时 ， 双 取 实 数值 ， 故 图 10.1 
中 x 面 的 矩形 周 界 被 变换 成 见面 上 的 实 儿 。 


再 研究 wu 疝 上 4 = 去 小 的 直线 CG 在 由 面 上 的 映像。 因为 
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Εκ }» ετὴς (1: / ) =/ 荆 二 和 
ες. εξ’. Ek ΓΩ cn ο”, k | 一 ΠΠ 
ἀπί1-1Κ', ΣΣ; 
代入 (10.3) 式 ， 得 


， (1 β)ϑηίή,, 恨 ) 十 宇 cn 人 (ui kh)dn(u, k) 
Wi ΥΕ {1 +hsniCu, βλ) 


(10.4) 


[ω!-ωἑ--ω:---}- 


k 
又 知 
4 一 上 iK’, ΤΕΣ ϱ)- στ 


可 见 ww 上 半 平 面 以 1 /VY 名 为 半径 的 圆周 是 4 面 直线 CG 的 映 
像 。 这 个 半圆 周 和 us 轴 是 区 域 1， 工 ， 页 ， 的 分 界 线 ， 分 别 
对 应 4 面 上 的 四 个 矩形 。 

对 于 加 二 const， 如 二 const 在 zw 面 的 映像 可 以 讨论 如 下 ， 

. 如 图 10.2(a ) 所 未 ， 世面 上 任意 点 到 实 轴 上 zw = 1/R， 1, 
一 1， 一 1/ 上 各 点 的 距离 分 别 是 RR，r，r’，R/。 由 (10.3) 式 
可 以 得 到 


wy 
| 。- 
2 coust 
| ~ 


~ 


~ 
\ wim eonst 


图 10.2 [ΠΚΕ = congt Νε =const 
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1 ~sn(%, κ. )4πίι,. Κ'). 
wp πι δν R 7 
γτα sn 一 工 |= ν 1 -- απ ζα,, ἃ )sn’(u, RY | 
| 


fT 1+sn(u, β )άπ (αν, δ') 
"whH -lsnu + 1|=7 = ni ας, ΠΑ 


ᾱ- . wl ἘΞ «ἁπίαρ Ε΄} βϑπ(ι, β᾽ κ 
hk 
| 
| 


Rk v1 —dn’(w,, Ek )sn’ (αρ, 并/ } 


pr 11 ἁπ[ᾶρ Α΄’) -- Β βηίε,, δ) 
ο. “ποσο 
(10.5) 
由 此 得 
六 十 了 γ᾽ ιν 
1 7 sn (ti, k )άπία., ἃ”) dn(u, Α΄ ΣῈ 
._ δ'--β - 9 


 απία,, k) ντ-αζα. hk γεπ’ Co, δ’) (10.6) 
如 二 const 入 二 const 的 昌 线 方程 可 以 表示 成 各 种 形式。 例如 
2 二 const 赐 线 可 以 取 下 列 二 种 形式 之 一 
R’—R=(r/+ τοπία, k) 


(10.7) 
rT’— r=(R + Ν)[βςεπία,, kh) 
Ww, 二 const 嵌 线 可 以 了 到 下 列 形式 之 一 
六 一 六 二 (天 一 下 )da(uo k’) 
(10. 8) 


R’+ R=(r'+r )hk'dn(y,, δὴ 

这 些 上 曲线 是 双 圆 四 次 曲线 (bicircular quartic curve)， 焦 点 是 
二 1 和 + 上 17R8&。 这 些 四 次 线 既 对 w, 轴 又 对 ὦ, 轴 旺 对 称 分 πΒ αι 
天 const 的 线 有 二 个 分 族 ， 其 环绕 BD η] ΚΑ} Κλ“, 而 环 
绕 了 fF 的 另 一 族 对 应 之 0， 而 w, 办 (4 一 0) 是 二 个 分 族 的 界 
线 。=const 的 四 次 线 是 包围 ΠΒ το 对 应 

-一 个 圆 。 也 面 上 分 布 曲 线 见 图 10,2。 
当 忆 一 0 时 ， 这 些 曲 线 赔 变 成 共 焦 椭 加 和 双 曲 线 《决定 于 关 
系 式 了 =sinu )。 当 & 一 工时 ， 它 们 晓 变 成 二 个 同心 圆 族 (Φε 定 
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Ῥωτιπι)ι 
应 当 指 出 ，w- 4 平面 间 的 这 种 映射 是 保 角 【〔 保 形 ) 的 , εξ 
dw 
πο udnt 


故 在 图 10.1 的 矩形 4B8DE αι, ΕΒ, ΠΑΕ 9 = 0， 而 在 书 


点 巴 王 sn4 有 一 单 极点 ， 如 果 除 去 日, 万 , 巨 点 ， 则 sa2 在 各 点 
上 是 正则 的 。 

(2) 活 数 加 二 sn*4 

方程 w= 二 sp* 4 可 以 分 解 成 

| Wo=2: , Zo=snd (10.9) 
因此 wu 面 上 的 矩形 4BDE 被 映射 成 中 的 上 半 平 面 ， 四 边 形 边界 
上 各 点 映射 为 由 面 的 实 轴 ， 如 图 10.3 示 。 | 


ΒΗ10.3 τυ =sn2u 的 映射 


现在 来 分 析 ἡ, --εοποὶ 和 人 如 一 eonst 在 忆 面 的 映 像 。 令 上 半 
面 上 任意 点 蕊 到 思 二 0，1，1/&* 点 的 距离 为 + ,7,72, 即 
+ πω τς |sn‘dl 
ο ο ο. 1 | 一 [ca 到 | (10. 10) 
τε--υὈρ--|οαμ--1/Β5--|4α᾽"/δἲ 
为 了 得 到 上 式 的 结果 ， 在 (10.3) 式 的 二 边 用 一 4%, Ἐξ {ο αι, 则 得 
sn (ηι Γρ) πω, -ἶώι, απ (η, νι) πω 一 iw， 
或 
sn Ui 十 id) Sn 一 下) 一 2 γω 


ΧΗ Ἡ ἰώ; ων στ ζω, Γ ων) (ων --έωι), 18 
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Ἴδα 一 |sn(2 十 igs)| = sn 十 il)sn (Εν — 1) 


= snidsnd (10.11) 
由 于 | 
ἃ ἃ; 
sn(W 二 ?ds)sn (4, ΠΝ {π)) 一 .. μηνί η 
Γρ... 
dn2iuy 一 dn2%, 
最 后 得 


1 一 cnz(a， 开 jen ης, Β΄ } 
--ἠπία,, R Sn ΠΝ Ek’ ) 


-.. 1πεαίλήι, ε )οα(δι., Ry 6 
dn (21,, Α΄ ) ἜάπίΖη,, hk ) οπ(2ή,, Κ΄ ) 


(10.12) 


iSn Ch ἰδ, Κ = 


同 理 得 - 
πο δι (αμ, hk ) dn?(%,, Κ΄) 
-- dn (Cu, kh)sn’ (u, δ’) 
_ dn(2u, kh)Tcn(2u, kh )dn(2u,, k’) 
dn(2u,, [ο } Ἔοπς διέ,» k cn(2ts, κ”) 
(10. 13) 


επ(ῶι 十 i142 Ε 站 一 一 


απ κα Αθ} 一 名 Sa Ca Ελ. 


1 -- ἠα᾽ίηι, ἃ })απ αρ k’) 


_ ἀπί(2αι, R ΥΕ επί2α,, Κ )dn(2u;, k’) 


1 σαδα,, Β )οπί2α,, k’ ) 


{dn (αι 1-15», k 让 一 


. (10.14) 

利用 (10.12) 一 (10.14) 式 ， 由 (10.10) 式 得 
ri—rdn(2%, k )=cn(2u, Κ) (10.15) 
γάπ (249, β΄) τιοπ(δίς, k’ )= 1 (10. 16) 


由 (10.15) 式 得 ww 二 cost 曲线 族 是 笛 卡 尔 卵 形 线 (Cartesian 
Onvals) 族 ， 而 % == 方 氏 的 线 是 一 个 圆满 足 


1: 


:oh β]ο--μ]-μ- (19.15 Α) 


了 
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由 (10.16) 式 得 4,=const 曲线 也 是 笛 卡 尔 卯 形 线 族 ，u 一 于 
ΚΑΙ, μὲ 
1 
Π 
(3) Ἀίωοπα, ω"--ῃ" 

先 研 究 w=cn“4。 令 
ωτ 1-2 , :--εη"Ώ (10.17) 


这 样 即 可 以 由 sn 各 的 结果 推导 出 cn 加。 由 图 10.3 得 cau 的 图 形 
如 图 10.4。 =~- 及 w= 与 的 二 个 贺 分 别 是 


{ 一 (10.16 Α) 


1 ἂ’ β’ 
ΣΣ [ωε---|---- 
(10.18) 
- κ, -1 
ο... 


ΕΣ ἢ 1 
Ε DICB’ A 了 Ε 
、\ 7 


\ / / 
πΧ 人 
τ -Κί ~ poe 
W=cn2u ， 
w=cny 
图 10.4 cn2 和 cn 的 映像 
对 于 函数 岂 一 cnx， 由 (10.17) 式 得 
ων τ-ᾳ, 2 Ξςῃλὴ (10.19) 
或 . 
(1—w)(1+w)=sn (10.20) 


在 前 面 分 析 snx 时 已 知 , “平面 上 us 一- 天 7 的 线 对 应 sad 一 1/ 


h， 即 包 面 上 得 到 以 1/y 为 半径 的 圆周 。 将 此 值 代 入 
(10.20) 式 ， 得 | 


Iw—1lw+1 [= 二 (w=3K’) 
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ΤΕΛ ΡΤ ΚΠ ΒΗ ΕΕ ΕΡΗ ΙΕ (Οαςςἰαίαπ) ΗΝ 8. ὠ--ςαὐ[ή [μι ἩΓ 
见 


图 10.5， 二 面 上 相应 点 坐标 为 
48 DD Ε Ρ Η ς I G 


, 


Hd 
μ.ο K K+iK’ ΚΚ -K+iK’ -Κ κει-ς- -Κ' -天 + 


0 


Π ἢ 
这 种 变换 的 积分 形式 是 


.Ει αι 
π΄ -(. να hiy’ 


Rk’2+ R= 1 (10.91). 


机 


Ε 
Ρ 
α 
Η 
3 


图 10.5 -επαπμμ8ὶ 


(4) 函数 w=dnu,，w = 二 dn*4 
对 于 w 一 daw， 令 
w=1—hz , z=sn% (10.22) 
由 图 10.3 得 da 的 图 形 如 图 10.6。z Επ α--Ἂ-, 
圆 分 别 是 
ΕΚ [τω | 5-β/ 
(10.28) 
αν ΣΚ’, ω -- 11 κ 


对 于 函数 勾 一 dnly 有 
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82. 1 - 
ET De 4 Πε D / 
8 . ’ / ΄ 
Πο 加 了 {μις kK/ 
ua=Rl2 ~ - … 2 
Μαξ"! ᾿ 
αν 2 wudny 


图 10.6 由 sn?4 得 dn24W 和 dn ἡ 
由 一 HA 1 —hiz , 2 ---ῃἩ 
| (10.24) 
(1 —w)(1 ο ο) 
Βία, Κ' ἕξω μη θε (βψβ]ε;7} τὲ 
iw—1llw+1|=& (wa 二 天) 
这 也 是 卡 西 尼 曲 线 。w = dn 的 映射 见 图 10.7， 图 中 相应 点 坐标 


为 
AB D E Ε Η C 了 G 
ιά [4 κ’ 
πιο K K+iKk’ ικ -ΚτίΚ’ -Κ K+ ιο i -天 + 
ων 1 δ’ 0 ce 0 Ε Vi-k vitk ν'-Έ 
1 


一 一 me 一 


Β 
-Κ 0 Κυ, 


图 10.7 w= dn μὴ 


eet» 
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该 变换 的 积分 形式 是 


[1 ἡ -- 
“| ki?+h= 1 (0.25) 


§ 10.2 函数 :> 的 映射 


函数 .Pu 的 周期 为 (2%，2wm’)， 其 在 周期 四 边 形 (单位 胞 
ΒΕ) 上 的 分 布 已 在 第 二 章 讨 论 过 ， 这 里 采用 下 列 次 序 
WI = WD ὧν-------', OC=W 
. (10.26) 
6ιπ PW, 603 PO C3= ὢν 


e+es+es= 0 
使 满足 e1 之 es>>es。w = Ft 所 相应 的 许 瓦 兹 ~- 克 力 斯 托 弗 尔 公 
式 是 
τυ dt 
7 -| VA ett elt oy) 
..... 
} οο γ΄ ἁ{λ-- gt—ys 
它 将 # 面 上 四 边 形 48CD ΡΕ ΑΠΗΡω ἘΠΕΊ (ΤΙ, 图 10. 
8)。 当 4 沿 四 边 形 周 界 由 0 一 @ 一 2 二 w' 一 %/ 一 0 时，w 为 实 
数 ， 其 值 由 2 一 e1 一 es 一 es 一 一 2 而 减 小 。 运 用 对 称 性 开 据 席 班 ， 
u 面 上 四 边 形 4FEB 上 映射 成 中 的 上 半 半 和 面 ，# 沿 该 四 边 形 移 动 
时 ， 思 从 一 co 一 ei。 


(10 27} 


图 10.8 w= 多 4 的 上 映射 
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μη σιςζθ, 6.20. 得 6 一 0，es: 二 一 61。# 面 上 上 四边形 变 
成 正方 形 ， 对 角 线 ας 映射 威 面 的 一 4 轴 ， 而 对 角 线 BD Έξω 
面 的 映像 是 以 e= 0 为 圆心 ，e: 为 半径 的 下 半圆 周 。 以 正方 形 


-48CD 的 中 心 点 (去 Ce 十 o') ) 和 8，C 二 点 所 构成 的 等 腰 三角 
形 映射 成 w 面 上 以 ei 为 半径 贺 的 第 四 象限 。 


810.39 Σχ ζμ) +eu 的 映射 
研究 函数 
w=C (1) Γέκη k=1, 2, 3 (10.28) 
µ ται Π-ΐμ, 

显然 5 (WW) 是 实数 函数 ，& (is,) 是 虚数 函数 。 该 函数 将 4 平面 
μο. ω, ο:-ῶ’, ὦ’ ΠΕΜ) ΡΗΤΗ κ Ἡ ὰ 48, ΟΡ 
英 为 w 面 (β-1, 2, 3) 上 的 水 平 线 ， 而 4D 和 BC 映射 为 

岂 面 上 的 垂直 线 。A4，B，C， 了 刀 邓 点 的 w 值 如 下 

ω(0)ου ω(ὁ)-- η Γειω 

ωυ(ωηΗ-ω’ὴ-- η--Π’ -Γθι(ω γω”) 

ω (ω/) τη’ em’ 


ΑΣ . 
ΕΠ, Π-Γειω {Πες η’ +erw’ 


可 以 证 明 S 
Hi>H,>0>H, Hi>0 12Η. 2Ης 

对 于 有 = 1，2， 3 三 种 情况 下 ， 上 述 4 面 四 边 形 在 面 的 映像 
见 图 10.9， 各 图 中 ABCD4 的 左 方 域 是 4 面 四 边 形 内 域 的 映像 。 

运用 对 称 性 开拓 原理 可 以 得 到 如 下 结果 。 函 数 思 = 5& (4 ) 十 
et 将 4 面 上 以 +@, 土 % 十 2@ 为 顶点 的 四 边 形 , 映射 为 双 面 以 十 
肪 ,,， + 日 ,二 2iH1 为 角 的 二 个 无 穷 条 带 的 外 域 ,函数 w= 二 (4 ) 十 
el 将 4 面 上 圭 D 土 o' ΑΡΗ, ΜΗ ω ΠΕΡ Η,ΙΗΠ, 为 


5 参见 Erdelyit “Higher Transcendental tunctions”, Vol. ἕ, New York- 
Toronto-London, 1953, P. 380 


PE ο ο οσο ο "η 
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ο’ ὦ Κω” 


ως (η) σι 


tb 


w=£ (η) -ἵ- ου ῖε πες (αμ) +en 


图 10.9 zx 面 基本 四 边 形 在 几 面 的 映 浆 


顶点 四 边 形 的 外 域 。 函 数 包 = 5 (4)+ew4 将 4 面 +@ 2ω 59’ 
{Ππ|216, πεη "Ῥω ΓΡ 11Π᾽, 2Η. 11Η’ 为 角 的 二 个 铅 重 
半 无 限 条 带 的 外 域 。 三 个 函数 所 对 应 的 映射 见 图 10.10。 

变换 函数 (10.28) 的 另 一 种 形式 为 


| 
μυ 


. -ι) "(9 --ει) (5 --ει 天 


名 = -二 -es ee) (5 ερ k=2 


ας 
| -ξ(5 --δι) "5 --ει) (9 --ᾱ k=3 


εΞ σι (10. 29) 


| 


(ϱ ως δν) 十 es 


图 10.10 函数 w= (us)+et 的 映射 


$10.4 第 二 种 椭圆 积分 的 映射 
首先 分 析 勤 让 德 第 二 种 标准 椭圆 积分 ， 由 $3.3 得 


Ε- 全 /3 -ΕῊΞ 
= [ή ἁαιάω (1 一 sa 由 (10.30) 
E=E,t+ik,, 1 =t --- {ἐς 
ΕΦ Ε- 1 积分 式 是 一 种 许 瓦 效 - 克 力 斯 托 弗 尔 变换 式 。 该 变换 将 


玉 面 上 的 多 角形 域 映射 为 1 的 上 半 个 平面 ， 如 图 10.11 所 示 。 Ε 
面 上 举 标 4，565 分 别 由 全 椭圆 积分 EE，K' 和 表示。 


Ob decd entered 
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如 


ς Ὁ 五 ο 4 Β ς 
-lk -1 9 1 Uk ἡ 
- -- 


图 10.11 Ερϑχθμι Η 
现在 研究 下 列 第 二 种 椭圆 积分 


-ρ’ (α- 1)di 
7 -| 0 ν΄4ἰ{1-- {)(1--β7 (10.51 Α) 


~ --μγα 
-! 0 πο πρι 1 --ἠδ (10.318) 


= | (ο --οαπθάη (一 sn 站 (19.310) 


ο ἐ εἰ ἠ-έΪ,, υ--α.-ἠ-ίαι, Π-π|ἠ-ίη, 
这 个 积分 除 参数 k 外 还 取决 于 a 值 的 选择 。 用 常数 如 导 (10.531 
Ὁ) 式 ， 可 以 得 到 下 列 三 种 特殊 情形 


α--θ. = 一 一色) να πάη-- 下 (一 (10.32) 

a=1, 2Η | camdn= Ε (1) -A (10.33) 
1 πο, . 

4-75» ο... ΠαΊ]-- Ες η) (10.34) 


按 (10.81) πῶ, 在 9，u，+t 面 映像 示 于 图 10.12。 式 
《10.31A) 将 z 面 的 多 角形 域 映 射 为 1 的 上 半 平 面 。 当 4 从 一 
到 十 ce 变化 时 ， > 面 的 映像 见 图 10.13， 共 有 15 个 分 布 图 。 除 
4 二 0，4 二 1，0 二 1/&* 外 , 当 1+ 从 左 向 右 沿 实 轴 直 穿 过 + = 
0, ἐπ τν 1Ξ1}Κ 点 时 ，z 沿 多 角形 周 界 各 向 左 方 转动 7/ 
2 角度 一 次 。 在 图 上 这 些 点 分 别 标 为 0，4， 妃 。 当 上 穿 过 + = 
4 点 时 ， 相 应 > 向 右 转 动 角度 7n， 亦 即 转 动 后 z 的 方向 与 转动 前 
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η ual 
κο ο 、 
ο Α OA4 Bo 
7 0 1 Τ/} αι 
π- 


A 
TL 


0<o<1 συ 1<a<1/k? 


ο . 


α 1/3 a> 1/6 


图 10.13 z 曾 上 的 映像 〈a 变化 ) 


相反 。 当 6 = 0，a = 1，4 一 ]/&* 时 ， 对 应 于 1 一 0,1 二 1， 
{τὴ 点 ，z 点 向 右 转动 * /2 角度。 上 = 4 的 点 及 z 面 上 的 
相应 点 均 标 以 符号 万 。 当 =0，a=1，a=1/ 居 时 ， 万 点 
分 别 与 0，4， 了 点 相 重 合 ， 图 中 第 四 ， 第 八 ， 第 十 二 图 分 别 对 
应 这 几 种 特殊 情形 。 由 图 10.13 各 个 小 图 亦 可 看 出 这 种 变化 的 
过 程 。 

当 1 很 大 时 ， 近 似 有 


z= J ra 一 2 万 站 全 


式 中 万 是 常数 。 因 此 当 奔 面 上 动 点 上 画 出 无 限 大 半圆 周 时 ， απ 
出 圆 的 1/4( 图 10.13 中 未 画 出 )。 


ο ο δν Dm ο νο Ὃ ο --------ᾱ 
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通过 以 上 分 析 ， 可 见 通 过 (10.34) 5ὲ (10.30) 式 可 以 将 
面 以 KK，+ 太 +iK' 为 顶点 的 矩形 内 域 映 射 为 图 10.11 ΕΠΙ Ε 
多 角形 04BCDE 域 ，( 图 10.18 中 第 12 图 是 其 一 半 )。 各 对 应 
ΣΤ 
Αι ΠΚ, z=E 
ΒΑν ΠΞΚΉΚ', z=E+i(K’-E’) 
故 有 
4Β Κ'-Ε' 
OA Ε 
由 此 式 可 得 到 实现 该 变换 的 参数 。 可 以 看 出 1 一 二 KK 十 im,, 对 
应 1dn/dz| 一 常数 的 曲线 ， 该 曲线 上 任 一 点 ， 下 式 成 立 


d dz |-: Ab 
κ ? dn (TK+in, )| --ῤ. 


dz| lan 
$10.5 第 三 种 椭圆 积分 的 映射 
考察 雅 各 比 第 三 种 椭圆 积 分 ， 令 "一 LI/ sn ao)， 则 由 《6. 
28) 式 得 


4 kisnacnadndasn’:u 
2 一 IC2， α)-{ [π᾿ Ε du 
0 1 sn Gsn’ Ἡ 


-ee 4 (10.35) 
Ακτη, 得 ， 
- σπα ἆπα [: 148 
Ὃν πα ο (ν {ναί (1 --1}(1 --ἕ 
(10.36) 


假定 0<e<K， 因 此 sac 是 实数 ， 并 有 、v>IL/R2>1。 
(10.46) 式 将 z 面 多 角形 内 域 映射 成 t 的 上 半 平 面 ， 而 1 与 4 闻 
关系 是 已 知 的 。w，+，z 面 映像 见 图 10.14。 

当 + 由 0 沿 实 轴 正 向 移动 在 ! = 0 一 1 之 间 ，dz 是 正 实 
数 ， 故 z 沿 实 轴 由 0 一 4 点。 在 4, 有 二 点 处 ，z 线段 走向 分 别 左 


| 
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ἐ- 
图 10.14 第 三 种 椭圆 积分 的 映射 
: 转 x /2， 使 得 z 面 上 由 B 一 7 线段 方向 与 0 一 4 方向 相反 。 当 
{--νβὴ, (10.36) 式 积分 趋 于 无 限 大 ， 故 z 沿 BT 移 向 无 限 远 
处 。 在 1 =v=1/(R*sn*a) 处 有 
(4)12= 2 /(Rsn 0 ) 
(1 - ελ ft 一 1 11.1. -- i(t 一 1 )22 一 一 ?rdna/ 


(Rsn a) 
(1 h(t 1) er λος i 11) =—icna/ 
5η Ω 


由 此 得 在 ! = v 点 (10.36) 式 被 积 函 数 的 留 数 (包括 积分 号 前 
“常数 ) 为 
coudna 1 /(R'sn” a ) . 
51 4 [ΓΣ /{ἔςα α δ idno/(ksn α)}(-- ἱσπα/οπα) 


1 
πω 
ΠΕΙ Ξν 点 ， 取 一 环绕 该 点 的 正 向 小 圆周 ， 则 根据 力道 积分 原 


TT ct -- 
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ΒΒ, (10.36) 式 积分 等 于 ἱ2πχ}--ἰπ, {ΛΕΒ ΕΜΠ 
移动 ， 故 积分 值 应 是 一 ix。 与 + 面 该 小 圆周 相对 应 ， 5 点 应 在 


负 康 轴 方 向 上 “跳跃 ”距离 r/ 2。 

移 过 上 = v 点 后 ， 应 有 v 近 11<co， 由 (10.26) 式 得 

dz=- da 

- Sn ἄ 
tdt 
EV TY 

这 里 dz 是 正 实数 ， 故 z 点 移动 方向 与 BT 段 相反 ， 二 句 线 相互 
平行 。 

当 1 很 大 时 ，(10.36) 式 积分 近似 为 

| ΓΕ. 2.4 --- -- δέ 


可 见 当 /上 画册 一 个 正 向 无 限 大 半圆 周 时 ， > 画 出 一 负 向 的 无 限 小 
角度 〈 仍 在 C 点 ;。 最 后 1 由 一 到 0 时 ，z 完成 如 图 10.14 所 


示 的 图 像 。 
下 面 分 析 z 面 上 线段 的 大 小 。 应 用 (6.29A) 式 ， 得 
HH(u, α)-Πία, 4)=uz(a)—az(u) (10. 37). 
此 式 中 。 令 4 一 区， 考虑 到 cna 氏 =0，I(a，K)7?= 05 另 外 z 
(Κ}-ο, ΜΒ 


Π(ίΚ. α)ΞΚ2Ζ(6) (10. 38) 
在 (10.37) πῶ τι, δυΞ ΚΚ’, ΑάἀπίΚγίκ/λ-ο, 2 
(Κ-1Κ’}----πι/(1(), 18 
ΠΚΕΚ’, α)- ΚΖ(α)- ὑ(Κ’ ξία)ἠπα/(2Κ}Ὶ 
(10.39) 
同样 得 
παΚ’, α)--ίγπ’2-Κ’ Ζ(α)-πα/(2Κ}Ὶ (10.40). 
参看 加 10.14, 12 ΓΕ, ἀμ, υς- Κι ΒΚ, υπ Κτίκ 
故 z 面 上 
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Ο4ΞΚ2(α) 
τα | (10.41) 
4Β-:.Κ’ 2 (4, } Εξ 
从 前 面 分 析 知 
CO+ AB= -- 
σο-----4Β--ῃ--Κ'α(α)--- (10.42) 


这 个 结果 也 可 由 《10.40)》 式 得 出 ， 因 为 C 点 举 标 是 4 二 iK'。 
当 给 定 a 和 时 ， 即 可 由 (10.41) 和 (10.42) 式 得 出 各 线 
ΕΕ ΗΕ. 
最 后 研究 当 常数 a 由 ia 蔡 代 时 的 情形 。 由 (10.35) (10. 


36) 式 得 
- εν. (5 kisnia cnia ἁπία sn*u 
ἀπ Πα» 1 -) 0 1 一 Rsn2a οη" du 


二 idn(4, ΚΟ] - u Sn2 udu 
οπ(α, k’)cn(a, k’) ϱ V+sn:y 
== 一 - ἱἁπα, κ’) μι 
οπία, δ’ )οπία, Ek’) 
1 tdi | 
ο rn (10.43) | 
οπ ία. ϐ’) 


= 2 μα 一 
{ επ. Bisni(a, (ο) 


ορ (α«Κ’, άν 1, 2Η ΊΠΗ 10.15 所 示 。 应 


tz 


”--μ 1- 面 
图 10.15 ” 碟 常 数 时 第 三 种 椭圆 积分 的 映射 


lip I esi ~ 3 dt dr a see 
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用 与 上 面相 似 的 分 析 方 法 知 ， 在 上 = 一 v 点 , (10.43) 式 被 积 函数 
的 留 数 是 一 1/ 2， 故 z 面 上 在 > = 一 “处 应 “跳跃 ”的 距离 是/ 
2. 34, Β, ΗΝ 2 值 分 别 是 

Π(ίΚ, ἰαΞΚ 2 (ia) 


Π(ΚΚ’, io) =K 2 (19) ι[Κ' z (io 十 i ] 


ΠΟΚ', τω ir+i[K’ z (D+ ἐγ} 
(10.44) 
式 中 
εῶαἑ)--ἰ[2ία)},κκ,--555 4115}, (μείνη 
(10.45) 


是 个 纯 虚 数 。 从 这 些 公式 可 以 求 得 线段 O04，AB，BC 的 长 度 。 
δ10.6 ΚΠ] ΒΙΑΙΩΝ 


考察 如 下 机 图 积分 
t dt 
ασ] ο πύκα γα hm 0.48A) 


4 d 
=/ Ue (τι) (10.46B) 


-]， 0 τες (4 = 一 sn (10.460) 


其 中 (8) 式 正 是 在 8 6.7 中 研究 过 的 超 椭 辕 积分 (6.108)， 它 
可 以 变换 为 二 个 基本 视图 积分 之 和 ， 或 表示 为 下 式 


w=sn"' (Et, b) w=sn''(t, δ᾽ 
一 2(11-Ε}η | 
ΕΞ ΣΑ ΑΣ ΚΞ γα FR | (10.47) 


i 
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δ 1 ἀνε 1 ΥΕ 
ς 

= (一 中 

κα. 1 k - το) 


ΧΗΣ, ἐν, υ, Ἡ, ζ, ως, υ’ 共 七 个 复 变量 。 它 们 
间 的 关系 如 (10.46) 和 (10.47) 式 所 示 。 

根据 (10.46) πὶ, 在 2 ，t，4, 1 面 上 的 映像 如 图 10.16 
所 示 。 z 面 上 的 梯形 O4BC 实际 上 是 二 个 同心 正方 形 边界 间 的 . 


1/4 ΑΗ, ΣΡΙ ΡΑΕ τα, σαν σα, Ἔπ, Ἡ 


先 将 该 四 边 形 内 域 映射 为 1 的 上 半 平 面 ， 再 映射 为 # 面 的 第 一 象 
和 根 ， 景 后 映射 为 1 面 上 的 矩形 域 。 


4 一 面 μπ; 
图 10.16 ΗΒ ΦΤΕΣ, 1, κ, ΠΠ 


为 了 求 得 z 面 上 线段 与 ?3 面 线段 间 关 系 ， 需 借助 于 中 间 变 换 
(10.47) 式 。 先 考察 上 面 的 映像 。 

由 (0.41) 中 二 一 2 的 关系 式 ， 很 易 看 出 ， 当 2 一 1，17V 
R 时 ，t2= 1, Μν-ο, co 时， [= 0。 当 4=1/Y μπᾶ, 8 
-1-ὀξ᾽-ο, Πξ--ι/δ, 15 


"ΘΝ, ΄᾿'΄. µµ-.--- 
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1 -= 
ξ- b 一 天， u vk ε 


则 近似 地 得 到 
h =Ae:, A= 一 去 2 + 2k) 2h3/2( 1 ἘΥΈγ 


可 见 --1/ ΕΕ --ι/[ ο 点 相对 应 ， 并 且 当 4 沿 以 u =1/YVY κ 
点 为 心 的 小 贺 移 动 半 周 时 , πὶ ξ 按 相同 的 方向 绕 以 5 = 1/5 点 为 
心 的 小 圆 移动 一 周 。 

ΑΤΙΑ OCGu 0) 16 面 的 映像 ， 可 由 以 下 分 析 看 
出 。 令 ----, 8 


tv 一 2(1+ hk)u 


(1 二 uC1 RD 
Ἐξ υ--ᾱ, ἠ-ία, --ἱη, 代入 得 


2 (1+ β)᾽ωξἠ-12{1-- k)u,( 1 一 Au 人) 
(1 ku) (τε) 


£7 = 
由 此 可 以 看 出 
Ιξ’--1ἰ-ι 
ΗΠ 4 面 虚 轴 OC 在 面 的 映像 是 半径 为 1 的 圆周 ， 圆 心 是 5 人 = 
1 (未 画 出 5 面 )。 该 圆周 经 变换 5 一 C6*， 在 5 面 的 映像 是 半 个 
双 纽 线 (lemniscate)， 如 图 10.17 所 示 。 


tb2 


一 证 


图 10.17 5 ， 岂 和 zu 面 喘 像 


Er 
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w 和 和 w’ 面 上 的 映像 可 以 由 岂 =sn (ζ, δ), 一 sn (ξ, 
δ’) 得 出 如 图 10.17 所 示 ， 图 中 工 和 上 表示 模 数 为 b 和 6 的 
第 一 种 全 椭圆 积分 。 

现在 可 以 求 得 各 参量 间 的 关系 。 在 z 面 上 令 4 ==04,， b= 
CB， 得 AB=a 一 b。 在 8 点 有 

z=a+i(a—b), w= +i2L’, w=L’ 
由 (10.47) 式 的 第 一 式 得 


ο (a tia—ib)= L +i2L’ 4517 (10.48) 
因此 有 
ca 一 工 十 乙 οὐ [, --ἷ 
a Ι1:6 4 «-ὸ 
σος ἘΞ α- (19. 49) 


如 果 a /5 是 给 定 的 ， 则 立即 得 L/L ， 从 而 可 以 求 得 b( 例 
如 利用 椭圆 积分 表 )。 进 -一 步 可 由 (10.47) 式 求 得 &， 由 此 得 到 
ΠΗ ΕΠ ΖΗΙΚ/ Νο 

可 以 利用 本 节 的 结果 ， 得 到 如 z 面 所 示 关 于 内 外 导体 间 的 静 
态 电 容 。 


3 10.7 双 连 通 多 角形 域 的 保 角 了 酉 射 


前 面 研究 了 单 连通 多 角形 域 的 保 角 上 映 射 。 应 用 许 瓦 兹 - 克 力 
斯 托 弗 尔 变换 可 以 将 一 个 面 上 的 单 连通 多 角形 域 映射 成 另 一 个 上 
半 平 河 ， 据 此 可 以 解决 一 批 实际 问题 。 将 任意 一 双 连 通 域 映射 为 
另 一 任意 双 连 通 域 是 个 难于 实现 的 问题 。 但 有 可 能 实现 比较 简单 
的 双 连 通 域 的 映射 。 本 节 将 要 研究 的 是 将 边界 是 多 角形 的 双 连 通 
域 映 射 为 另 一 个 面 上 的 圆 环 域 ， 它 实际 上 是 更 加 普遍 的 许 瓦 兹 一 
克 力 斯 托 弗 尔 公式 的 特殊 情况 ， 是 借助 于 实施 单 连通 多 角形 域 在 
圆 内 的 保 角 映射 。 下 面 将 首先 建立 将 双 连 通 多 角形 域 映 射 为 圆 环 

我 们 研究 的 双 连 通 多 角形 域 系 出 二 个 多 角形 Αι 和 了 4 而 形 
成 的 ，4 位 于 4. 之 内 部 。 有 二 种 情形 ,一 种 是 和 刀 和 和 4 之 间 


jie ο a il 
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的 多 角形 环 状 域 ， 另 一 种 是 除去 这 个 多 角形 环 状 域 而 留 下 的 平面 
域 ， 无 限 远 点 是 该 域 的 内 点 。 我 们 先 研 究 后 一 种 双 连 通 域 S， 如 
图 10.18 所 示 ，z 面 的 无 限 远 点 是 S 的 内 点 。 设 多 角形 Αι ΒΕ αι 
的 顶点 的 内 角 为 raj，raxs，…，xow。 设 z 面 双 连 通 域 S 在 w 面 
的 映像 为 圆 环 域 C，C 的 周 界 是 圆 Ce 和 Ci， 其 半径 分 别 是 1 和 
9(9 是 小 于 1 的 待定 的 未 知 正 数 )， = 面 多 角形 各 项 点 在 圆周 
C 及 ( 上 的 像 分 别 用 ca，a，…，o 表示 。 


-一 
παρ, 一 Ν όν 
5 ΚΝ 
πα] 和 5 σα -> 
、 ~ Αι | 
πᾶ, 


图 10.18 任意 双 连 通 多 角形 域 的 映射 


假定 S 域 上 的 无 限 远 点 映射 为 w 面 G 域 上 的 c 点 ，< 位 于 实 
轴 上 ， 满 足 4 二 < 过 1。 这 表明 所 求 的 函数 2 一 z2 (ww) 在 w= 
ο 点 具有 一 阶 极 点 ， 而 在 G 的 其 余 点 函数 为 正则 的 ， 并 一 直到 周 
界 是 连续 的 。 应 用 对 称 性 原理 ， 可 将 函数 2(w) 由 圆 环 域 G 通 
过 Cu 解析 开拓 到 圆 环 C-, 上 ，C-, 的 周 界 是 图 Co 及 C-,，C-i 与 
Οι 上 点 对 Co 是 对 称 的 ，(C-: 满足 


-.1. 
lwl= 本 


可 将 C., 称 作 是 C, 关 于 Cs, 的 镜像 在 圆 环 G. 内， 函数 z = 
z (ww ) 具 有 一 阶 极点 w= 二 1/c 。 包 面 上 亦 可 通过 C' 解析 开拓 , 得 
到 圆 环 G,， 以 此 类 推 解析 开拓 下 去 , 可 以 得 到 贺 环 G.,，G,, G.» 
Gs，…。 容 易 看 出 z 平面 上 连续 偶数 次 的 镜像 =， 等 效 于 z 平 面 
上 某 一 个 放大 ， 平 移 及 旋转 ， 即 有 

Zz! 二 az 十 上 
απο 是 常数 。 而 在 zw 面 上 相应 的 映像 为 


i 
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ιο τω 
因此 待 求 的 函数 z = z (由 ) 应 满足 如 下 关系 式 
z (gw)=az(w)+b 


对 上 式 求 导 得 
-0 2 (gw) -α--2(ω) 
及 
fr (9 w) ir (9) 
παω) Ζω) 
由 此 得 
φ' 2’ (ου) Σ’(ω) 
2 τω) 27 ω) 
可 以 看 到 下 列 函 数 
ww (0) 
μ.ο 
满足 关系 式 


Plg ω)- Φ(τυ) (一 0， 土 1 82, ，…) 
当 有 =1 时 得 
Bqw)= Pw) (10.50) 
为 了 构造 出 一 个 双 周 期 陋 数 ， 令 


πι 
9 一 e Ὁ 


式 中 名 为 任意 正 实数 ，w 是 满足 上 式 的 纯 虚 数 。 并 令 
Φ(ω)- 9( © Inw )= 01) 


πὶ 
由 (0.50) 式 可 以 看 出 中 (4 ) 满足 

站 (3 十 207) 一 中 (4) (10.51Α): 
另 一 方面 取 圆 环 Cx(G= G) 中 的 一 个 ， 当 灌 包 禽 点 也 = 0 ΜΠΗ͂Ι 
域 界 绕 一 周 时 ， 中 (w) 不 改变 。 由 于 对 这 一 旋转 使 中 的 角度 增 
大 了 2x， 使 得 


Le 
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y= nw 
nt 1 


增加 了 2w， 可 见 存在 下 关系 式 
中 (2 十 2o) 一 中 (5) (10.51B) 

由 此 可 见 (wu) 是 我 们 欲求 的 以 2%，2@ ) 作 周 期 的 双 
周期 函数 。 不 过 函数 的 具体 形式 尚未 求 得 。 为 了 作出 这 一 函 数 ， 
需 研 究 该 函数 在 某 一 单位 胞 腔 中 的 极点 ， 这 又 归结 为 研究 函数 由 
(ω) 在 某 圆 环 内 的 极点 。 取 周 界 是 圆周 C-,，C, 的 圆 环 作为 研 
究 对 象 。 为 了 使 得 函数 中 (w) 在 环 域 周 界 上 是 正则 的 ， 最 好 取 
让 圆周 

wl=&89", |wi=&g 

为 局 界 的 环 域 Q， 这 里 = 小 于 1 但 接近 1 。 在 该 环 域 的 周 界 上 函 
数 是 止 则 的 ， 在 其 内 部 函数 中 ( 双 ) 的 极点 为 


το, ὂν απ (1-1, 2 ，…， π) 


16 μα ΠΕ {8 ἔθ  Τ 54134381 
2-4 τ(ω --αι) κΡ (τω --ᾱκ) 


z= αν ερίω-ο) (4,4 0) 


ω-. 6 

ος 

CU 一 

式 中 Αι 49 αν, ΡΒ ΑΕΧς ΜΜ Φ(ω) 相应 的 展 
开 式 为 


2 一 


(4.5 0) 


Φίωλ-- σσ 1) γε 
κ 
2ος 


PW)= 


二 re 


Φ(ω)---- 


σα 


应 用 这 些 公式 ， 对 于 被 研究 的 点 ， 可 求 得 


τ ΤΣ ΠΗ 


245 


φίι)--5 一 全 二 一 
4 Γη lnox 
[η 2 
φί(ία)------ 一 十 (10.51C) 
σι ] ο 
------- ἱπ 
φ(.)--- - 2 ) 


G 
十 -一 -tne 
十 τ ln 


函数 中 (2 ) 只 具有 一 阶 极点 ， 留 数 之 和 等 于 零 ， 因 为 由 矩形 外 
角 之 和 的 定理 有 


> (α,-- 1)= 4 

k=1 
可 见 中 (4) 是 个 椭圆 汕 数 。 极 据 54.5 的 分 析 ， 这 个 椭圆 函 数 
可 以 用 函数 表示 如 下 


式 中 4 是 常数 。 运 用 (3.109) 式 ， 再 对 上 式 积分 取 掉 对 数 


后 得 
TT 


-Poco Rol ..... τ 
σ'(ωὴ--Βω ii law 二 ae Jail me 区 ee ) (10.52) 
1 


1 9πὶ 9πἑ 


式 中 万 和 ca 为 二 个 常数 。 
为 了 确定 常数 oc， 令 点 蕊 绕 包含 有 忆 = 二 0 点 且 沿 某 一 圆 环 的 
闭合 路 径 旋转 一 周 ，(10.52) 式 的 左 方 不 变 ， 但 右 方 出 更 因 子 


ΠΗ 
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ρβτίερπεὶ ἃ rio 
因此 0 一 定 是 整数 。 如 使 2 面 上 域 9 连续 变形 ， 则 9 以 及 函数 2 
(ο) 都 连续 变化 ， 随 之 0 连续 变化 。 但 因 o 是 整 数 ， 故 5 必 4 
保持 不 变 。 为 求 G， 使 S 按 下 述 方式 变形 到 极限 ， 即 令 内 部 多 名 
形 不 改变 形状 但 逐渐 减 小 ， 缩 小 到 一 氮 ， 这 样 就 得 到 将 = 面 多 角 
形 Δι 的 外 部 域 映射 为 名 面 上 圆 的 内 域 。 如 此 取 极 限 ， 显 然 9 = 
0 。 若 多 角形 4, 共有 mm 个 顶 皮 (多 角形 4 下 (Ἡ πι) 个 项 
点 )， 对 于 这 种 极限 域 ， 其 变换 函数 为 


zw)=B, TE Coad 1 τ 

k=1 (ο-ογω----;) 
(10.52 Α) 

另 一 方面 ， 取 极限 时 (10.52) 式 变 为 
Le 
ΤΙ λ (αι; -1) 1 

Bw (τὸ --ᾱκ) απ ω i=m+1 -一 一 一 
ΙΙ (一 ") 《2 一 2 } 
(10.528) 


式 中 参数 o，ak， ο 可 以 各 与 (10.52) 式 不 同 的 值 。 但 (10.52 
A) 及 〈10.52B) 式 中 的 参数 可 以 认为 是 相同 的 。 又 因为 


π 


Σ (α;-- 1)=2 


Ίππο! 
将 (10.52A) 与 (10.558) 式 比较 ， 得 0 = 一 2。 代 入 (10.52) 
式 ， 二 边 积 分 得 


π α 
fo flaw tino) 
TE (ων) ΜΙ 
eT H(i 5) ω (19.59) 


2πὶ 1 2πὶ 


1 
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应 当 指 出 ， 待 定 的 参数 间 存 在 一 关系 式 ， 为 了 得 到 它 ， 将 点 


ω βέμω -- ο 旋转 一 周 ， 此 时 z 不 改变 。 再 求 出 (10.53) 式 被 
积 函 数 在 点 的 留 数 ， 且 令 其 为 0 ， 则 得 到 参数 间 的 关系 式 


网 δή lne τίπα, ) 8’ κα ς \ 
ΥΣ C1) A 2 C=2ni(10.54) 
* (5: τί) (a ο. 
επι LR δι 
2πι π: 


以 上 分 析 是 针对 图 10.18 那样 包含 有 无 限 远 点 的 双 连 通 域 进 


， 行 的 。 对 于 z 面 上 由 二 个 多 角形 围 成 的 有 限 域 ， 可 以 按 类 似 的 过 


程 处 理 。 和 上 面 一 样 ， 令 cx 表示 域 的 内 角 ， 则 得 到 变换 函 
数 为 | 


ΠΠ ΝΟ; 
co TT [9 ο. τ .) το (10. 55) 


k=1 


| 510.8 双 连 通 多 角形 域 保 角 了 映射 举例 
(1) 将 = 平面 二 个 同心 正 芭 角形 所 围 的 域 映 射 为 尿 平面 的 
圆 环 域 ， 设 z 平面 二 个 多 角形 的 顶点 分 别 位 于 过 中 心 的 同一 射 
线 上 
如 图 10.19 所 示 ，z 邮 面 上 圆 环 域 周 界 的 半径 为 1 及 00 芯 
aa<1)，z 面 多 角形 为 正 ” 角形 ， 其 项 点 αι  Βι 1 Τί [8 
域 周 界 上 映像 分 别 是 w 及 0， 令 41 的 像 c = 1， 按 对 称 原则 有 


δε - ἐπὶ 
αξε Β ， bi= qa πι, 2, τε. Ἡ 


2-- 1 υ-Π 


10.19 正 % 角 同心 域 的 映像 


i ο. 
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令 为 纯 虚 数 ， 使 满足 


Bs τβ,-(1-. 2 ) 
根据 (10.56) 式 ， 这 个 正 多 角形 域 到 圆 环 域 的 变换 式 为 


ἱπά--1πᾳαιλ) 7" 
τυ π δι 
ε-1-Ο [7 TI 


2πὶ du 
mina | ᾱ- (0.56) 
i 


式 中 四 (0) = ὃν (0/1), 利用 关系 式 # (ν ----) - 
εαν εδ (0), 得 


lnu—1nga, 1 4 τ 
a( 2πὶ )=#:( 2πὶ μας 9 ) 


Mi lm- 二 1 u 
1 


1/1 
io /+ 1 
| ( αι ) δι οπί ln αι ) 
1 κ 
一 1,4 -ᾱ- 一 一 
1ο δ 2 1n αι ) 


式 中 C 为 常数 
再 应 用 (3.119) 式 


το | [--- 本 
Un A 
ὁ (ln ) ”oli ᾱ-} 
1 2ni 1 2vi 0 αι 
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将 上 式 代 入 (10.56) 式 得 


ἆ 
απο 7 ΠΤ μ 
γ ΠΠ so 人 πὶ ln κ) 
1-1 
或 
τν αν 
EY 
1 TT sa( 每 ln- 于， ε) 
{τα 
(10.564) 
应 用 关系 式 


2 
sn Vv—sn’ α 
1 ~hk’sn” Qa sn’v 


令 (10.56A) 式 中 被 积 函 数 根 号 内 的 因子 为 下， 则 有 


sn(v++ aoa)sn(v—a)= 


因为 
sn? ἐκ sn (η κ 
故 当 ?为 奇数 时 得 
κα οπ᾽ Ὁ --εα" δ. 
Ε---ομὖν TT rR (10.668) 
# 为 偶数 时 得 


ος ο ος ο ο οὐ -----, 
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ΩΝ , ,2K 1) 
sn* Όσπυ 7 ο... η 
Ε----ε--- τ (10.560) 
da vu 1=1 1 1- βλκα 2Η εν 


由 (7.87) 一 (7.88) 式 得 
/ 
ο λ} 1--ᾱ-, L=£ ao.57) 


« 1 一 - 
入 一 ϱ” Ti επ΄ ΠΣ k ) (10. 57A) 
= 1 


Μ- ΤΠ -ἱ γη ϱ) (19.578) 


式 中 C, 为 常数 ， 将 (10.57) 式 代 入 (10.56A) σα 1; Ἀν δὲ πΒ 
数 为 


πι 
式 中 CC 为 常数 ，X， ΜΑ (10.57A) 和 (10.57B) 式 。 
下 面 分 析 一 个 特殊 和 情形。 即将 z 面 上 内 接 于 单位 圆 的 正 % 和 角 
形 域 映射 为 多 面 的 单位 图 域 ， 并 设 z = 0 和 z= 1 的 点 在 w 面 上 
的 像 分 别 是 w= 0 和 王 1， 对 此 不 难得 出 变换 函数 是 


τυ d 
2—1 -| kl a «(10.58) 
1 uy ο. > 工 一 一 ， λ) 


1 一 C 人 ee 一 πε (10.59) 
因为 κ ας 2isin- Αμ. 
故 (10.59) 式 可 以 写 为 
» σι 
| FO (10.60) 
1 Ἡ γ Sin2 ην - 
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将 (10.58) -Ἡ (10.60) 式 进 行 比较 , 可 以 看 到 有 趣 的 结果 ， 
ΒΡ sn 与 sin 处 于 相似 的 位 置 。 

(2) 将 > 平面 沿 实 轴 两 处 切断 的 平面 映射 为 z 面 上 的 圆 环 。 
ο απ”... 
β«« 1}. 

ΚΡΙΣΗ, ΠΕΠ Ελα. 128. 

第 一 步 将 实 轴 二 处 被 切断 的 z 平面 映射 为 4 面 上 的 矩形 38, 
其 各 顶点 坐标 如 图 19.20 所 示 。 4 - z 面 的 变换 函数 为 


,Sn Ες μια" cn “usm P (10.61A) 

snu—sn’p ΄ 
或 

sa 1-% (10.618). 

2sn2 十 & 一 1 
雅 各 比 椭圆 函数 的 模 

ο 2(β-α) 

-- τών (10.610) 


πρ α Ἄιβ 的 关系 为 


1 --2οπῬ--α 
(10. 62) 


σηῬ 
ἀπ᾽ρ 


图 10.20 :-ωἸΠ {054 


如 图 10.20 所 示 ， 4 面 实 轴 将 矩形 分 为 二 个 相同 的 矩形 ， 二 
者 对 实 轴 对 称 。 不 难看 出 ，p 位 于 P 的 实 轴 上 , 当 4 一 了 时 , 2- 
土 co。 当 4 从 P 点 出 发 ， 按 正方 向 线 上 方 短 形 周 界 一 周 时 ， 点 2 
沿 实 轴 由 一 品 到 十 oo 可见 4 面 的 上 方 集 形 映射 为 z 的 上 半 平 面 ， 


bh er 


a 
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而 矩形 的 下 底 ( 一 太志 4 所 0) 对 应 z 平面 上 实 轴 Δ: 1 [ΕΠΙ 
[一 1， 1 所 剩 下 的 部 分 。 辐 型 4 而 的 下 半 和 矩形 喘 射 为 z 的 下 半 
平面 。 总 之 ， 变 换 函 数 (10.61) 式 将 4 面 上 和 窍 形 映射 为 沿 区 ΠΒ 
[一 1]， 1J 作 切断 后 的 整个 2 平面 。 

第 二 步 将 4 平面 矩形 映射 为 平面 的 圆 环 。 取 


΄ 
ά --παω το (10. 85 


二 个 面 上 映像 的 对 应 关系 是 4 = 二 0， 岂 = 1。 包 面 上 贺 环 的 周 界 


-TT 
1 的 7 
， τω :一 ία 


即 4 面 上 由 4 = 一 1K (A) Ην, ΠΕΙ ΗΥΑΕΣΕ-- 18 πῆ, τω 
面 上 从 如 二 一 1(47) 点 出 发 沿 外 圆周 行进 再 到 由 一 一 1(C4) 点 
时 ， 沿 4B 进入 内 圆 后 沿 内 圆 的 正 向 绕 一 周 ， 再 沿 Β’ 4’ 返回 到 - 
山 二 一 1 点 。 

由 此 可 见 ， 公 式 


(10. 64). 


将 = 面 沿 实 负 上 区 冶 [ 一 J， 02 和 5B，12 切 断 了 的 平面 映射 为 
忆 平 而 上 的 圆 环 域 ， 2 面 实 轴 上 切 缝 4D4 和 BCB’ 334 Βὲ ΒΝ 
为 w 面 上 同心 的 外 圆 和 内 圆 。 其 余 满足 % 世 2 万 BB 及 2 之 一 1, 2 
»--1 的 实 轴 部 分 被 映射 为 邮 面 上 “沟通 ”内 外 圆 的 径 向 线段 
AB 和 CD。 


5-5 ”椭圆 函数 的 各 种 应 用 


本 章 介绍 椭圆 函数 的 其 他 几 种 应 用 。 包 括 ， 用 补 圆 函数 表示 
高 次 曲线 的 坐标 ， 椭 球 华 标 ， 特 殊 微 分 方程 及 拉 普 拉 斯 方程 的 解 
等 ， 还 包括 在 最 佳 极 值 问 题 中 椭圆 函 数 的 应 用 。 


$11.1 曲线 的 坐标 用 椭圆 函 数 表示 


本 节 研 究 ? (之 3 ) 次 平面 曲线 坐标 用 椭圆 隔 值 Fw 表示 的 问 
题 ， 这 种 表示 法 是 以 函数 所 潢 足 的 微分 方程 式 为 基础 的 。 

(1) 三 次 曲线 4 

先 研 究 一 特殊 的 平面 三 次 曲线 ， 其 坐 妹 Y、? 满足 了 列 关 
系 式 


和 一 4X8 一 goX 一 9 GD) 
当 判 别 式 A = 二 9g; 一 2793 关 0 时， 则 三 次 曲线 没有 重点 。 令 
X 一 ZN) ντι) (11. 2) 


即 得 著名 的 椭圆 函数 的 微分 方程 式 。 换 名 话说 可 以 通过 函数 
将 (x ，2? 1) 值 与 4 对 应 起 来 ， 而 且 这 种 关系 是 一 对 一 的 。 对 于 任 
一 组 (x ，》) 值 ， 可 以 证 明 在 周期 平行 四 边 形 (单位 胞 腔 ) 内 只 
能 有 一 个 4 值 。 由 于 x = 二 (1 ) 只 有 二 个 根 ，4 和 一 ΠΡ’ 
(2 ) 是 奇 函 数 ， 相 应 于 这 二 个 4 ην 值 不 同 , 故 对 一 组 (x ，? )， 
只 能 有 一 个 z 值 。 反 过 来 ， 由 于 2(24)，: 天 (4) 是 单 值 阴 数 , 对 
于 一 个 ww， 只 能 有 一 组 (x，2》) 值 。 
现在 研究 一 般 平 画 三 次 曲线 。 这 类 曲线 一 般 有 九 个 拐点 ， 取 
其 一 为 坐标 原点 ， 并 以 此 点 之 切线 为 x 轴 ， 则 此 山 线 方程 为 
Axs+Brxiry+Cxy:+ Dy:+2y(ax+By)+y=0 
(11.3) 
设法 将 该 式 变 换 为 (11.1) 式 的 形式 ， 为 此 引入 新 变量 E，71， 
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令 

y= 1 (11.4) | 
η 、 


则 (1.3) 式 化 为 
(n+aEt+ β}᾽---4Ε}{-(α’-- Βγξ᾽ 
Ἔ (2αβ-- Ο) ε Γβ'-- Ώ 
ἘΣ 
E =C,2+C, (11.5) 

代入 上 式 ， 选 择 常数 C,， 使 等 号 右 端 2 的 系数 为 4，z? 的 系数 
为 0， 得 | 

Γηή-α (2 ΓΟ)) 十 BY=42 --οιζ-- gs (11.6) 
该 式 右 方 与 (11.1) 式 相同 ， 令 

Z=F( (4, 02» σε 
则 由 (11.6) 式 得 “ 
η μα(οσγο) - B= (πὴ 


或 
N=F (η)-λσ(υ)--μ (11.7) 
式 中 入 与 上 为 常数 。 利用 (11.4)，(11.5) 和 (11.7) 式 则 得 
1 1 | 
ee A DE DE | 
(11.8) 
CP(u)+C, 


*=yE=Y (C2+0) FICUITN PNT ’ 


至 此 ， 已 将 x，23 表示 为 参数 4 的 椭圆 函数 。 可 将 (11.8) 式 
看 成 下 式 的 特例 
_ αρ (αμ) Γβόσ(α1) τν 
ταση) Γδσ(ω)-- ο | 
α.σ’(μγ--βι»(αγήν., | 
αφ’ (αι) Γυσ(α) -- ο 
Ἔα, ὃν ο, α, β, ν8ΕΗΜΊΕΝ, 
为 了 说 明 (10.9) 式 为 三 次 平面 直线 ， 试 取 任 一 直线 Αχ 
By 十 c = 一 0。 该 直线 与 上 曲线 之 交点 的 4 ΗΛ Ῥαλ 


(41.9) 
y= 
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Αἴαιφ' (η) -βσ(ι)ν) Βία, (1) {Γβ,σ(α) 
Ἔνι) ΓΕ CoP (4) ὐώ(α)ίο-Ξ0 
此 等 式 的 左 方 为 一 三 阶 桶 圆 函数 ， 在 周期 四 边 形 内 它 仅 有 一 三 阶 
Ἁλυπο, τπτ Έτ κά ιν ἄν ει, Β] διὰ 11.9) 式 与 任 
一 直线 的 交点 有 三 个 ， 又 该 曲线 是 代数 戎 线 ， 故 它 是 三 次 平面 有 曲 
线 。 在 函数 .9 的 周期 平行 四 边 形 中 ， 某 一 4 借 决 定 一 组 (x，》) 
值 ， 其 对 应 关系 是 唯一 的 。 
(2) 四 次 曲线 
任意 平面 四 次 曲线 方程 可 表示 如 下 
2᾽--Ρ(ε)--αρ"ἠ-4αγ{}-- θαρί}ἠ- 4ast+ a 
-(Φφ,(1}1᾽-Φ.(Ε}Φα({) (11.10) 
式 中 (1) 是 1 的 上 次 多 项 式 。 显然 满足 上 式 的 P(t) (hk 二 
1， 2。 3) 有 无 限 多 种 形式 的 组 合 。 下 面 介绍 一 种 有 效 的 选择 
方法 。 

设 1=0，z = 了 是 曲线 (11.10) 式 上 一 点 ， 最 然 有 P= 
PCa). 今 选 P,( + ) (有 无 限 多 种 可 能 ), 使 得 B = 中:(a ); 这 意 
味 着 ! = c 应 是 方程 PCf) 一 [9 ) 了 = 0 的 根 。 因 此 可 令 Φ, 
(1)= + 一 &， 从 而 可 确定 出 (+t )。 利 用 选 定 的 9x(! )， 能 
构造 一 个 辅助 的 平面 三 次 曲线 ， 其 方程 如 下 


ο ο tp 11D) 


χ 
该 曲线 与 直线 》=ix 的 交点 共有 三 个 点 ， 其 中 一 个 是 原点 ， 另 外 
二 点 的 x 值 满足 下 列 二 次 方程 式 
αἳφ.(1) +2xP, (1)+P(1)=0 (11.12) 
考虑 到 〈11.10) 式 ， 此 式 关于 x 的 解 是 
σφι 1) ΡΟ 
| Φιί 1) 
应 用 前 一 段 所 得 的 结果 ， 三 次 曲线 (11.11) 式 的 坐标 (x、Y) 
可 以 用 椭圆 函数 表示 ， 然 后 通过 (11.13) 式 和 y =tx， 即 可 将 
.四 次 曲线 (11.10) 式 的 举 标 ( t ，z ) 用 函数 表示 。 


χ (11.13) 
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下 面 进行 具体 演算 。 不 失 一 般 人 性 ， 设 (11.10) 式 中 ai= 0 (车 
不 为 0， 可 作 变 换 x = 1 一 a1/ao。， 使 x* 的 项 消失 )， 得 
az*~=aoP CH) 一 (ad 6000 + Δα;αᾳ + αρα, 


， (11.14) 
满足 (11.10) 式 的 mC 1) 可 选择 如 下 
q(t)=—1 
Pp,( t )=at (11.15) 


Φφ,(1)--θαιαοί--4α, σε -Γαιαι 
代入 〈11.11) 式 ， 得 辅助 三 次 曲线 的 方程 式 
θαιαικν"-- ἀαμανκ" σα κ) }- 2αρ γ᾽-- χ-- (11.16} 
这 是 ? 的 二 次 方程 ， 其 解 
γ- --2αραγαῖ-ἠ-Υ΄ Λαγαἰχ'-- κ (αφα,κἲ-- 1 γ(6αισεκ--2αρ) 
θαμᾶ» Χ 十 2G 


Ακ 一 1/E, 得 , 
y 20+ ν΄ ἑα[αᾷ-- (ανα,-- 53) (600 + 2408) 
‘2a0E (34s+ 5) 
84 ξ 一 20om 一 2， 48 
a tv oan gigs) 


2 - (2αρΠ -- α.) (2αιἩ-- αι) 41.17} 
aoa4 十 392 αρΏ»α, — 03 一 GoQs 
2 σα ο) 9 τ- σπα ο 
38η - (1), 8 
1 1 
XX 
ξ 2a0 .FP ( uy ) στα 
(11. 18} 
7 αι ( ἡ) 一 as 


[ρα δίι)--α,]ίδαιδ(η) + δας} 
另 一 方面 将 (11.14) 式 代入 (11.12) 式 得 


-二 -- 2407 一 一 一 (θαυαι!” + 4αυσι 十 0o04) 一 0 


该 式 的 解 
ο στο 
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得 此 可 将 ! 和 z 用 三 次 曲线 坐标 (x ，?y ) 表 示 如 下 


1 ---, γα 2 =V OP (+ ο --ᾱ---α( κ) (11.19) 


至 此 ,已 通过 (11.18), (11.19) 式 将 任意 平面 四 次 曲线 
(11.14) 式 的 坐标 ( 1 ， 2 ) 袁 示 成 4 的 椭圆 函数 。 为 将 最 后 结果 
表示 得 更 简单 些 ， 引 入 常数 。， 使 

Gas 


α(υ)-----, 5) - ᾱ- (11.20) 


很 易 验 证 (11.17)，(11.20) 式 满足 林 本 关系 式 (11.1) 和 (11.2)。 
将 (11.187 和 (11.20) 式 代入 (11.19) 式 得 

1 οἱ) συ) 
2 «(η)--(υ) 
z=V a 29 4) + Fv)— 1 [2 0 } 


σι) (0) 
再 应 用 (5.9), 18 
ε-νρ(τ)- να {σ(μ)- δα 0) (1.22) 
(4) 却 数 为 1 的 4 次 曲线 
在 讨论 "次 曲线 C, 用 椭圆 函数 表示 之 前 ， 先 介绍 确定 C。 所 
需 的 点 数 ，C。 的 重点 数 以 及 什么 叫 亏 数 等 问题 。 
n 次 平面 曲线 C, 的 方程 可 以 表示 如 下 


1 一 


(11.21) 


F(x, 3)= >》 οκ, 7)=0 (11.23) 


m=0 
f(x，》) 是 名 次 齐 次 多 项 式 ， 有 mm 十 ] 个 系数 。 因 用 任 一 常数 
乘 上 式 而 不 改变 C。。 故 独立 的 系数 总 数 以 ,为 


n 


Μ.-- » (π--1}- 1-5 Σι (π1-1}--π(π--3} 


(11.24) 

M。 值 就 是 确定 Ο, 所 需 的 点 数 。 
一 个 ο, 曲线 若 可 分 解 为 若干 相 乘 的 因子 (例如 F(x，》)= 
Γιίαχ, »}Ε.(α, y)… 一 0， 即 能 分 解 为 若干 曲 48 Γι(χ, 


ee 
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ν)θ, Βικ, 330," ) 则 称 它 是 能 分 解 的 ， 否 则 称 它 是 不 
能 分 解 的 。 现 在 来 求 不 能 分 解 的 曲线 C, 的 二 重点 数 。 设 CC, 有 
个 二 重点 。 作 曲线 Ce-i， 经 过 这 有 个 点 ， 另 外 还 经 过 C, 上 指定 的 
及 一 个 点 ,有 以 ,i 为 确定 Cs! 所 需要 的 点 数 。 因 为 一 个 重点 算 
作 二 个 点 ,所 以 C, 与 Ci 的 交点 数目 =2k8 十 MM 一 kh 二 Mi 十 πα 
但 已 知 二 曲线 C. 和 C。 的 交点 数 最 多 是 nm 个， 故 应 有 
Mi+k<n(no1) 


πα 1) Mn (απ -- 1) ρα -- αλ (ας 3) 
h(n 1)(n— 2) (11.25) 


ΒΟ, 最 多 只 能 有 广 (? 一 1)(? 一 2) 个 二 重点 
今 特 最 大 可 能 的 二 重点 数 与 实际 的 二 重点 数 之 差 
p =n—1)(n— 2)—k (1.26) 
称 作 亏 数 。 亏 数 思 一 0 的 曲线 有 最 多 的 二 重点 ， 这 种 出 线 基 
有 型 曲线 ， 它 的 坐标 可 用 一 个 参数 的 有 理 画 数 表 示 。 亏 数 


为 1 的 Co。 其 二 重点 数 R=- (一 11) 一 2) 一 1 一 -2 


2 (7 一 3)。 当 ?= 一 0 时 ，R 一 0， 这 表明 ， 没 有 二 重点 的 三 次 
曲线 ， 其 亏 数 等 于 1。 
下 面 证 明 亏 数 为 1 的 1 次 曲线 的 坐标 可 以 用 椭圆 函数 表示 。 
作 一 (n 一 2) 次 曲线 Cs。 根据 (11.24) 式 知 需 给 定 的 点 数 


为 M. 一 二 Cn 一 2)(n 二 1) 个。 这 ,个 点 一 部 分 选用 C， 


ών 
点 ( 共 # 一 3 个 )， 还 璋 下 待定 的 点 数 为 M,, 一 方 n(n 一 了) 一 
ο ο να ΠΩΣ 
有 如 下 形式 


的 全 部 二 重点 | ο 一 3 ) 个 ， 一 部 分 选用 C。 上 的 任意 单 什 


Τικ, ο) Γλδ(α, 3) µία, 2)0 
(11.27) 
曲线 C, Ες, 的 交点 总 数 最 多 只 能 有 (1 一 2) 个 。 上 面 已 指 
出 了 二 部 分 支点 ， 其 中 每 一 个 二 重点 算 二 个 交点 ， 故 已 知 的 交点 
总 数 为 4 (2 一 3) 十 4 一 3 一 Am 一 2) 一 3。 因 此 二 曲线 最 多 
还 可 能 交 于 三 点 。 
应 用 (11.27) 式 中 的 f(x ，》)， 可 以 引进 新 的 变量 


-- ? 了 / Γι ? 
“R129 


由 (11.28) 与 (11.23) 式 约 去 x*，》， 即 可 得 到 κ', γ' 的 方程 ， 
它 代 表 一 代数 曲线 C* 。 换 名 话说 , 当 变 点 C(x， ) 洪 C, 移动 时 ， 
所 对 应 的 (x*，y’) ΠΗ’ 移动 。 在 进一步 分 析 C 的 性 质 和 和 
用 途 之 前 ， 须 证 明 C。 上 的 点 (xXx，》) 与 C* 上 的 点 (x ，y ) 间 
有 一 对 一 的 关系 。 | 

设 C' 的 点 (x*，y ) 与 C。 上 两 点 (a，6) 和 (a ，b’) 相 对 
应 ， 则 由 (11.28) 式 得 

fila’, δ) Για’, δ) _ fsla’, δ’) 
Για, δ) fila, Ὁ} 7;ιία, δ) 

由 (11.27) 式 看 出 ， 若 使 (6，5) 是 C, 上 的 点 ， 则 (a’, 5’) 
亦 是 。 设 (a，4b) 和 (a ,6 ) 不 是 上 述 确定 C。-; 曲线 族 的 那些 
点 ， 而 是 与 X ，k 有 关 的 那 二 点 。 当 (a，5) 固 定 后 ， 入 和 上 中 
只 有 一 个 【例如 4 上) 是 可 以 任意 变 的 。 这 时 曲线 族 C，-: 简 化 为 一 
个 参数 的 曲线 族 。 这 个 曲线 族 还 应 与 曲线 C。 相交 于 一 个 变 点 (x， 
2 )， 该 变 点 与 可 变量 上 存在 对 应 关系 ， 二 者 指定 其 一 , 另 一 就 被 
确定 下 来 ， 故 变 点 (xx ，2 ) 必 是 参数 上 的 有 理 函 数 。 男 一 方面 ， 
变 点 (x，》) 可 以 在 C, 上 连续 变动 ， 这 就 等 于 说 C, 的 坐标 可 
以 表示 成 一 个 参数 的 有 型 阴 数 ， 其 亏 数 等 于 0, 二 和 置 点 数 是 


ο ο 一 1)(n 一 3)， 这 与 前 提 相 矛盾 。 实 际 上 题 设 C. 上 的 二 重 


点 数 是 六 (1 一 3), 亏 数 为 1, 故 有 二 点 (4 ,65) 和 (94,5 的 波 
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设 不 能 成 立 。 因 此 C ”上 的 一 点 (x/,y ) 只 与 C. τή ασ, 2} 
相对 应 。C, 的 坐标 可 以 几 C’ 坐标 (x ,> ) 的 有 理 函 数 表示 
X=9(%, γ΄), θεία”, y’) (11. 29) 

此 式 能 从 (11.28) 式 解 出 。 我 们 将 (11.28)，(11.29) 式 同时 成 立 
的 变换 称 作 双 有 理 变 换 。 

现在 来 求 曲 线 C' 的 次 数 双 。 显 然 作 等 于 C 与 某 直 线 ax' 十 
by’ 十 c = 二 0 相交 的 虚数。 因为 C,。 上 一 点 对 应 C 上 一点， 故 红 
也 等 于 C。 与 曲线 αγία. ) Εδ]σ(αχ, 9) Γο[ε(κ, ΡΣ} -- ϱ 1Η 
交 的 点 数 。 该 曲线 属于 C,-* 曲线 族 ， 与 C, 的 交点 随 GC，5， 
变化 的 最 多 有 三 点 。 因 此 ο 是 三 次 曲线 。 其 坐标 可 以 用 椭圆 函 
数 表示 。 

总 之 ， 曲 线 C; 之 一 点 的 坐标 (x ，y ) 能 表示 成 三 次 曲线 ς’ 
的 坐标 (x’，y') 的 有 理 函 数 式 (11.29), 而 三 次 曲线 坐标 (x ,> ) 
已 知 可 以 用 椭圆 函 数 .表示 。 因 此 亏 数 为 1 的 7 次 曲线 坐标 可 用 
椭圆 函数 表示 。 


δ11.2 椭 球 坐标 用 椭圆 函数 表示 


首先 介绍 椭 球 坐标 的 概念 ， 建 立 直 和 角 耸 标 (x，》，z ) ΒΒ 
ΣΚΑΡΡΙ (λ, µ, ν) 间 的 关系 ， 然 后 研究 用 椭圆 阔 数 表示 椭 球 
坐标 。 


(1) ΕΕΚ 
在 直角 坐标 系 (x，》， 2) 中 椭 球 的 方程 为 
χ᾽ ὃς = 1 (1.30) 


πα, ὃν οὐ) ΜΈΞ ΤΞΕΒΙΗ- 3 οὔεα 0 ὃν 
再 考察 下 列 二 次 曲面 


x χ᾽ 22 - ， 
mrsthrst Ziel (11.31) 
该 曲面 与 椭 球 共 焦 ， 其 曲面 的 大 小 与 形状 取决 于 参数 s。 当 s - 


0 时 ，(11.31) 式 赔 变 为 椭 球 。 当 s > 一 0。 时， 得 到 一 系列 共 焦 
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椭 球 面 。 当 一 忆 < ss 所 一 和 时， 得 到 一 系列 共 焦 单 叶 双 曲面 。 当 
ασ 5 -«--θ” 时 ,得 到 一 系列 共 焦 双 叶 双 曲 面 ( 见 图 11.1)。 对 应 
于 上 述 三 个 不 同 的 s 值 , 有 三 个 曲面 , 它们 在 空间 的 交点 有 八 个 ， 
对 应 唯一 的 一 组 (x*，y*，z*) 值 ， 反 之 ， 空 间 任 一 点 (αν 9. 
2) 经 过 该 点 有 三 个 曲面 (11.31) 式 ， 对 应 三 个 s 值 , 我 们 将 这 三 
个 值 分别 表 示 为 入，H， vv。 可 以 看 出 入， ，v 是 下 列 方程 
的 三 个 根 
PFC)=(1 ποτ τας) ο (1.52) 
当 s 一 二 co 时 ，F(s)=1; 5---α, --θλ, --οὗ 8, Ε 
(s ) = 二 co。 取 充分 小 的 正 数 2& ， 下 面 给 出 5 的 不 同 区 间 及 相应 的 
五 (3 ) 值 的 变化 范围 
sae, -ὀξ--ε), (—b:+ €, -ο--- ε), (--οἳ 


Ε(«). (--Μι, +M,), (—Ms, +M,), (-Μ,, 1) 
Mi( i 二 1，2，…，5) 为 充分 大 的 正 数 。 因 为 在 区 间 二 端 函 
数 具 有 相反 的 号 ， 故 无 (s ) 在 每 一 区 间 均 有 根 ， 这 些 根 即 是 和 ， 
hn，v。 选 择 和 人 > 上 > v， 即 和 > 一 ck> 一 > ν σε --αἲς ΙΧ 
表明 , 在 空间 点 (x，y ,> ) 相交 的 三 个 曲面 (11.31) 式 , 其 中 s = 
》 对 应 椭 球 ，s = 对 应 单 叶 双 曲面 ，s = v 对 应 双 时 双 曲 面 。 


111 三 种 曲面 图 
A 一 椭 球 面 ，B 一 单 叶 双 曲面 ， C 一 双 叶 双 曲 面 
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ἩΗΙΕλ. μ, ν Ἑ δὲ ΗΠΑΡ, ΙΝΔΙΚΗ ΝΑ ΤΜ. 
因为 A， 上 上 ，Y 是 (11. Δ2)ΑΗΗΞΛΥΛ, ΠΠ 


αἲ γ᾽ 2 (:-λ}(5- μ)(ε-νγ 


lars Frs ors (ers) rs) (rs) 


或 (az 十 5) (b+ s ) ct s )—x(b*+ s) 
- (ο 5)--γ;(οῖἠ- 5} (αἲ-- s )—2(a:+ 5) 
ο) κ) τς -λ}(5 - 1)(s—Y) 
依次 令 s - --αἲ, --Ὅ-, --ἳ, 18 
(95 》) (et ία ΝΙ γ) 
(α” -- 3) (α’-- 


(+ A) (7 μ) ΠΝ 1) 
Ci οἳ] (02 — a”) - (11. 35) 


ο Ελ) tn) (ety) 
(οἳ --αἲ) (οὗ -- 03) 
(11.33) 式 建立 了 直角 坐标 (> ，> ，z ) ΒΒΒΩΜΗ(λ. μ. 
ν) 之 闻 的 关系 ， 但 这 种 关系 不 是 单 值 的 ， 后 面 将 看 到 ， 应 用 本 
ο ο ο... 
球 坐标 作 进一步 的 分 析 。 

先 来 证 明 经 过 任 一 点 (x ν, 5) 的 三 个 曲面 是 互相 正 交 
ΑΙ, Βλ. μ, ν 是 正 交 曲面 坐标 。 通 过 (κ, ，y ，z ) 点 的 任 
ο ο ο... 
οΓ ) 碾 正 比 。 获 上 述 三 个 刚 面 的 法 向 LM， Ni i 一 入， 
μ, ν) 的 比例 式 为 


- x Ν 2 
(5Ξλ) MN 二 入 ”十 入 


(s 一目 ) LN 一 (11.54) 


% , 2 
αμ σελ c+h 
. ΕΝ --...κ.... > 2 

(τν) 人 
在 《11.31) 式 中 分 别 令 s 入， 上 得 二 个 曲面 方程 ， 将 其 相 减 消 


i 和 
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去 因子 () 一) 后 得 


Μαν α΄ μα 4 ο 
ο GF) OFA DFR) CF NF) 
=LL,.+M,M,.+N,N,= 0 (11.35) 


可 见 s = 入 和 s == 二 个 曲面 是 互相 正 交 的 。 对 于 有 曲面 s = 入 和 
s 二 YY， 以 及 曲面 s = 上 与 s 一 Y 也 有 相同 的 正 交 关系 。 

再 求 椭 球 坐标 中 线 元 的 微分 式 。 对 (11.33) 式 取 对 数 后 再 - 
微分 得 


dx _ dX αμ av 
2 οἱ αἲ-- ν 
dy αλ αμ dy 
dz αλ αμ αν 
2 一 ΓΕ χ αρα Τα Ἐν 
利用 这 些 公式 可 将 正 交 条 件 (11.35) 写 成 
ox ὀὁκ ooy ὂν ez oz 
mo mt ὃς (1.31) 
线 元 的 平方 是 
ds 一 dxs 上 dy 十 dzz= HiCd2TF3i(db2z 二 Ed 
(41.38) 
式 中 不 出 现 wdMdhk，dkuhdv，dvaX 各 项 是 由 于 正 交 性 〈11.37) 式 的 
原故 。 


至 于 系数 妃 ,， 万 ,， 万 ,也 不 难 求 出 。 例 如 对 于 吾 ,， 有 
ο. + 这) 
-+ y+ ry σε] 


代入 (11.33) 式 得 
4 人 ;一 


(qa:+ μ) (α”- vy) 
(αδ}- λ} (αἲ--- 03) (α-- ο) 
(b:+ μ) (oz 十 νὴ 
ντο 入 ) ο (03 --- αἲ) 


ου. ους ο... 
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(c+ μ) (ο) 二 TY) 


Το ελ) (0 --σἳ (ο -- 
(4 -- )(λ --ν) 
(Cat NA) OFA CGA) 
这 个 结果 可 以 通过 将 最 后 的 式 子 表达 为 部 分 分 式 而 得 到 。 同 样 过 


程 得 


(11.89 Α) 


-. (μ- νλ(μ-λ) 
4Η: ΟΡΙΟ | 
(11. 59 Β) 


- v 一 入)(v 一 上 
4 一 ον τς» vy 
(2) 坐标 浊 椭 图 浮 数 表示 
利用 椭圆 逊 数 能 够 将 直角 举 标 (x ，》， 2 ) 与 椭 球 坐标 (入 ， 
Ημ, ν) 间 的 非 唯一 性 ( 见 (11.33) 式 ) ) 消 去 。 为 此 ， 令 
στ) το (11.40) 


并 由 下 式 
4.P°(U)—gIF(U)—9, 


=— 4 (αἳ-- 5) (02- 5} (οἳ-- ὁ (11.41) 

ΒΕ ϱ δα 5 1 Ἀξ Εξ 6, σι. 1Ε(11. 40) 式 中 依次 用 一 0?， 一 56， 
-ο 1235, ， 园 时 相应 的 以 6ι 6ο, ϑι(ἑι--Ρ(ω), ἐ,--π(ω1- 
”@ ), εντ ο (ϱ’)) ΛΣ (0) 

αἲξει-- Ώ 

ἑλτ-ε,-- Ώ 

ο" τ-ει-ἵ- Ώ 
考虑 到 61 十 es 十 es 二 0， 得 


D ---ᾱ (α”-- δ3 οἱ) 
故 三 个 根 为 
οι--αἳ---ᾱ-(αἲ δὲ οἳ) 
一 一 于 (二 中 二 四 (11. 49) 


εν--οἱ---5-(α7-- δλη-οἳ) 


和 
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这 三 个 根 满足 ειδε 2θιο ΕΚΑΒΗ ΚΣ, ἵπω Κι 实数 ， 而 
σ΄ 是 虚数 。 

今 引 出 参数 4， ， 忆 以 替代 本 球 坐 标 和 ， 贞 ，v。 为 此 在 
(11.40) 式 中 依次 令 s 等 于 入 ， 上 ，Y、 而 相应 地 令 吕 等 于 4， 
vv，w。 出 得 


入 一 一 中 (24) ---ᾱ (αἱ ο δὴ ο) 
ο (11. 49) 
y ---- ον (0) ---ᾱς (αἲ-Εδ' “-οἳ) 


将 此 式 连同 (11.42) 式 代入 (11.33) 式 得 
ζωη) eICP(V) eICPF (WwW) --6ι} 


(ei 一 ez) (el 一 es 


zs CPW) EIP(V) eCP(W)— Ee) 


X2 一 


> (ε,--ει) (ει--θι (1.49 
ο...) τε (ϱ) ει) (0) ~— ει) 
(ει-- ει) (ἑ;--6,) 
将 (5.19) 和 和 (5.21) 式 代入 上 式 ， 二 边 取 平方 根 ， 得 
έργο τὰ σ;(α)σι(υλ)σι() 
x ie (0) ou)ort ορ] 
ra Sn) )σ.(-) 
3 --ἰβ-α"εσὂ(ως) σι συ] ο (ο) | (11. 49) 
σι(η)σι(υ)σι(ω) 


5 τε το στ (ως) 


σ(α)σ(υ)σ(ώ) 
(Ωω, ὢνς - ὢ --Φ', Θς---”) 

这 个 公式 将 x*，》，z 表示 成 参量 4，v， 忆 的 函数 ， 而 后 者 与 
ΛΗΛ (λ, μ., νὴ) 的 关系 如 (11.43) 式 所 示 。 适 当 选择 
". υ, «[ΑΕΗΙΚΗ͂, ΒΕ (χ. 7, α)Πίλ., κ. νὴ Β 
存在 单 值 对 应 关系 。 

坐标 〈x ，》?， 2) 也 可 用 西 他 函数 表示 。 利 用 (3.95) 式 ， 
由 (11.45) 式 得 


ee 
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1 了 7 这 
--- "(πο ja 人 
ΤΣ 
! 290) ! 200) (起 
" ΄ υ ww 
γω 18 {το ρα) ο.) (1.46) 
οσο. 
"\ Ζω) {5 (35, 
1 ᾽ WwW 
ου. ου 
2918, -- -- -- 
| "(το ΠΕ ΠΕ ) 


举 标 (χ, 2, 2) 又 可 以 用 雅 各 比 函 数 表 示 。 用 变量 ac，B 
. ΥἘ Αλ. ΕΗ. νο 8 
入 Ξ-(αἳ --ὀλ)επ-α 一 G2 


μ-- (αἲ-- 01) ο: β --ᾱἳ 


ν 一 (gz 一 b2)snz2Y --ᾱἳ (11.47) 
αἲ --- 03 了， b2—e? 
τεῷ ᾿ R “一 五 一 区 


将 此 式 代 入 (11.33) 式 的 第 一 式 ， 取 平方 根 得 
κ --κὰν a csnasnBsnY (11.48Α) 
由 (11.47) 式 得 
b+ λ -- (0 --αἴλεπα οἳ-- λ --(ο---αλάπα 
b+ μ--(δ᾽--α)εςβΒ ο)-- µ.Ξ(οἳ--αἲ)λάπ β 
b+ v= - σ)λοαΥ οἷν 5- (οἳ -- αἲ) ἆπ Υ 
将 这 二 组 式 子 依次 代入 (11.33) 式 的 第 二 和 第 三 式 ， 取 平方 根 得 


2 
yr ο επ α επ βςπΥ 
(11.48B) 
2 一 ! γ΄αἳ--οἳ πα ἆπ β όπ 


κ’ 
Α- { = 二 suz， ἕ--α, β, Y，, 相应 地 s 一 入 ， ἀ, ν, ΗΙ.47) 
式 得 


ο ο 二 


i ei 
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1 dt 
κ -{ 4 γ΄(1 --13{1--βπϑγ. 
VY ab δὲ - ds 
2 -a2 ,7 (αἷἠ- s ) (01-59) (c+ 5) 


(11. 49) 

由 (11.47) 和 (11.49) 式 可 以 看 出 ， 当 YY 由 一 0 变 到 一 他 时 ， 

土 + 由 0 到 玉 ， 或 者 是 7 由 一 KK 经 过 0 到 瓦 。 进 一 步 利 用 (2.46) 

和 (2.47) 式 等 可 以 看 出 ， 当 上 由 一 兰 到 一 振 时 ， 土 B 由 天 到 天 十 

ἱΚ’ 当 入 由 一 0? 到 十 co 时 ，+ 0 由 KK 十 iK' 到 1K', 或 是 由 
一 K+iK' 到 iK'， 再 由 iK' 到 K+iK’。 


δ11.5 拉 梅 方程 与 椭圆 函数 


(1) 椭 球 坐标 系 的 拉 普 拉 斯 方程 
将 直角 坐标 《x ，》，z ) 中 的 拉 普 拉 斯 方程 
op οἳψ Ν οἳψ 
οκ oy: 92? 
化 为 椭 球 华 标 《入 ，4 上 上，Y ) 的 方程 
9 (Ομ. oF 六 (人 ος) 


一 0 (11.50A) 


ολ ΗΕ, δλ Η, 号 
ὃ /HH, οψὃλ 
ὃν ( ΗΠ. ὄν 一 0 (11.50 Β) 


αΗ Ην Πι, Εν 同 〈11.38) 式 。 藉 助 (11.39) 式 ， 得 到 如 下 
方程 


0 Μη 
9 CHES 2 
Ε(λ-- pv φ(ν) ) ιν v2 | j=0 
(11,500) 


式 中 PC(s)=(a+ 5) (0 5)(ό᾽}- 5) 


ο ο ος ο ο... 
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ΝΟΕΡᾺ ΚΈΒΙΘΕΝ. ΦΨΞΛΕλ)Μ(Η)Ν(Υ), Β 
一 一 一 “GD A 


Si) με] 
tv VN) dl.5D 


另外 存在 下 列 恒等式 
(μμ ν) π(α Γ1)λλςζλγ(ν-λ) 
-ζπ(πΗ1}µ-ΟἼ-(λ--Β) 
“n(n+t+1)v+Cj=0 (11. 52) 
| 式 中 和 CC 是 常数 。 比较 (11.51) 与 (11.52) 式 ， 得 


sv TD ον ο” 

-νφ(μὶ “ ΜΝ [ντ 0 ΜΗ 
μμ 

4V PV) 人 对 ver573 


στα (τὴν ΕΟῚΝ 


(11.53) 
这 三 个 方程 具有 相同 的 形式 ， 称 为 拉 梅 《Lame) 方程 。 当 7 为 正 
整数 时 ， 这 种 微分 方程 的 解 称 为 拉 梅 函数 。 我 们 只 需 研究 三 个 方 
程 中 的 一 个 ， 例 如 第 一 个 方程 ， 将 其 展开 后 得 


dy 1 1 1 1 γάγ 
ποστ στα κίε) τὲ 
- n(nt1)s+C 
4Ca+ s b+ λος) 


应 用 (11.42) 和 (11.43) 式 ， 后 者 一 般 可 写成 


y=0 (11.54) 


δ---ἱ 一 村 (十 大 十 的 
则 (11.54) 式 变 成 
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αν 1/ 2 1 1 γ΄ 
“γε πο ντος 


π (η -Ε 1) 1 1-5Β 


ACF er elt Te) ”7 
式 中 
Επ πα 1) εῶ--ο 
考虑 到 t = 多 (4)， 拉 梅 微分 方程 最 后 化 为 
ία (η: 1) Fu)+BIy (11.55) 


«κ. Ρ ΤΗ|Π 15] ΒΗ ΜΠ [ΕΙ δε ἘΚ ΕΚ ἈΚ ΠΗ 3Ε ΕΕΕΕΙΚ ΑΣΕΝ 
特殊 形式 ， 是 拉 梅 首先 研究 的 ， 其 通 解 是 有 理 型 函数 ， 当 4 是 正 
整数 时 ， 适 当选 择 常 数 妃 ， 其 解 为 梢 圆 函 数 。 
(2) 拉 梅 方程 的 解 
为 了 求 出 (11.55) 式 的 解 ， 需 要 应 用 厄 米 〈Hermite) ἈΠΕ 
(Picard) 的 有 关 定 义 和 定 理 仿 。 其 主要 内 容 是 
() 车 有 理 型 函数 /( 4) 满足 
fj (utr20)= p74), [(ιἼ-2ω’)-ρ’/(.) 
(11.56) 
则 称 f 为 第 二 种 双 周 期 函数 ， 其 周期 为 (20，2@“)。 式 中 Pp，p/ 
是 常数 ( 称 作 函数 的 因子 ) 。 
(1) 车 方程 (11.55) 的 通 解 是 有 理 型 函数 ， 则 它 至 少 具 有 一 
个 特 解 是 第 二 种 双 周 期 函数 。 定 理 证 明 略 。 下 面 应 用 该 定理 求解 
拉 梅 方程 。 
设 中 (4 ) 是 方程 (11.55) 的 特 解 ， 它 是 具有 因子 p，P' 的 第 
二 种 双 周 期 函数 。 今 构造 另 一 孙 数 
ο. (1.57) 


o(u—a) 
Ἄπα, δ 是 待定 的 常数 。 令 4 增加 周期 2%，2%m’， 应 用 (3.18) 
式 得 


ὦ 见 H. 4. 阿 希 泽 尔 《 椭 加 区 数 论 绩 变 办 ,商务 印 书馆 1966，P. 207 一 209。 


270 


πο ο ος ο ES 


απο (η) 
同 理 得 
ψζα δω’) =p el" (uy) 
为 了 使 业 (2 ) 具有 周期 2o，2o'， 应 满足 
er-20nme-ob) 一 ρ 
E2000/B) 一 py 
即 
1 


na 2 ΙΡ 


ω’δὄ--Π/α-- lap 
因为 该 方程 组 的 行列 式 om 一 omz 0 ， 故 常数 0 ， 是 可 以 确 
定 的 。 - 

可 以 将 梢 圆 函数 炒 (z) 按 (4.97) 和 (4.10) 式 表示 成 0 函数 的 
形式 。 设 = 0 点 是 ?(a) 的 皇 阶 极点 ， 所 以 该 点 是 中 42) 的 1 
τι 阶 极点 ， ψ (4 ) 的 另 一 个 一 阶 极 点 是 4 二 0。 令 δι, ὃν »'ν 
ὃ, 是 中 (az) 的 零点 ， 由 (4.10) 式 知 下 列 等 式 成 立 

bt 十 … 十 bs 二 4 (11.58) 
函数 让 (4 ) 的 表示 式 是 
o (wub) ou —b) 0 (Cu bo) 


b= Fao (11.59) 


由 (11.57) 式 得 
ud (ub) ou ba) 0 (ub) (11 60) 


τοτε Γο (7 
所 得 的 PCu) 应 满足 方程 (10.55)， 据 此 可 确定 出 常数 δι; bo, ~ 
bs bo 


作为 一 个 例子 ， 下 面 研 究 # = 1 的 最 简单 的 情形 。 当 * 一 1 
时 ，(11.55) 式 变 成 
γ/ {ο (1) + BIY | (11. 61) 
根据 (11.60) 式 ， 其 一 个 特 解 是 
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光一 er οφ» (11. 62) 
σ-α-ζίι{β)-ζ(ι) 
进一步 得 
入 


ο. -φ(ιγ-σ(ι--β)η(--ᾱ---(α--β) 
-ζ(ι)η | (11.69) 
此 式 与 (11.61) 式 比较 得 
σ(ι)γδ(ι-β)εβ-αξ(α-τβ) 
一 起 CU) 了 
再 应 用 函数 丈 的 加 法 公式 (5.9) 和 (5.15) 式 得 
119 (0) τς (BY 
B-9(B) + ρω) Επ) 


Ν μι (ug (β)} 


为 使 这 个 恒等式 成 立 ， 必 有 


B=F(8) 
(11.64) 
αξζ (β) 
代入 1.62) Ἀ 18 1 == 1 时 拉 梅 方程 的 特 解 
y=e EN. (Ελ (11.65 A) 


若 B 不 是 半 周 期 ， 即 设 万 +eu (一 1，2，3)， 则 可 用 一 B 替 
代 B， 得 到 另 一 个 独立 的 特 解 | 
ye iy (11.65B) 

$11.4 圆 环 域 的 格林 函数 
本 节 要 研究 在 复数 平面 的 圆 环 域 上 构造 格林 函数 的 问题 ， 所 
得 的 结果 用 西 他 函数 表示 。 不 失 一 般 性 ， 假 定 岂 面 上 圆 环 尺 的 边 
界 分 别 是 |w|== 1 和 |w|= 4g，4 过 1。 再 设 圆 环 中 己 知 点 < 位 于 
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正 实 轴 上 ， 满 足 98 < 之 c 之 1。 
我 们 欲求 的 解析 函数 1(w)， 应 满足 如 下 条 件 ， 
(ϱ Fw) 在 域 尺 内 和 周 界 上 是 正则 的 。 
9 | (ω)!7ε Κρ Ἂ {α|ἑ1Ρ6 ἅτ. 
(19 τω) Κα | ΕΤΙ. 
(9) ) 在 及 内 仅仅 只 有 一 阶 零点 也 一 c。 
由 此 可 见 
Reln f (ww)=1n|f (w) 
1Ε ΑΕ ΙΑΝ Βα ΒΑΛΑΡ ΣΧ ΠΠ ](w) 可 称 作 加 环 域 的 格林 复 函 数 。 
为 了 确保 了 (由 ) 是 单 值 的 ， 应 除去 模 数 为 1 的 任意 常数 四 二。 
分 析 的 方法 是 将 隙 数 /zw ) 开 拓 到 全 平面 ， 并 利用 过手 的 镜 
像 得 到 全 平面 上 的 极点 和 零点 ， 据 此 可 构造 出 所 要 求 的 画 数 。 
圆 环 域 R 中 的 任意 点 思 ， 通 过 内 、 外 周 界 阅 的 镜像 点 分 别 是 


η ΄ 
ο... (11.66) 


因为 函数 了 (zw) ἹΕΒΤΚΚΗΡΡΗ ΒΕΠ ιν ΠΕ ΥΕ 
τον το, 点 的 函数 值 与 在 多 点 的 值 满足 下 式 
{(ω){(ω) 1 } 


-----.--. (11.67) 
| /ω)Τῶῤ-ι 
ον ο 是 一 个 实 函 数 ， 即 满足 关系 式 
f (w)= f 09) (11.68) 
则 (11.67) 式 变 成 
ο. 
(11.69) 
πο 
可 以 用 适当 选择 待定 函数 (w) 的 系数 ， 使 得 上 二 式 成 立 ， 这 在 


下 面 的 分 析 中 将 会 看 到 。 
应 用 上 式 能 将 函数 f(w) 解 析 开 拓 ， 先 从 原始 原 环 开拓 到 与 
其 相连 接 的 内 、 外 二 个 圆 环 ， 然 后 开拓 至 全 平面 ， 但 应 将 由 一 0 
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Ἡτω 二 吕 除 外。 

现在 根据 (11.66) 和 (11.67) 式 分 析 函 数 的 零点 和 极点 。 因 为 
ο 点 是 丰 (u) 的 一 阶 零 点 ， 故 出 此 二 式 άπω -ᾳ/οἌπω--1/ο 
是 (wa) 的 一 阶 极 上 后 。 再 利用 ΗΝ - δῃω -- ο/η Ἅλω --σ'ο 是 
{ 0) 的 一 阶 零 点 。 以 此 开拓 类 推 下 去 。 可 见 J(w ) 的 零点 和 
极点 是 

ΒΡΕ. τυ --φ"ο 

一 阶 极点 ， 思 = 二 gq”/C 

Rn 二 0， 圭 1， 二 2, »” 


如 前 所 述 w --0, ὦ = 没有 考虑 在 内 ， 函 数 不 再 有 其 他 零点 和 


今 构造 下 列 函数 
(es) 
一 τ (11-70) 
(1 --εω) ΠΠ (1 --ο' ου) ( 1 一 9 二 

多 = 1 


显然 ， 它 与 了 () 有 相同 的 零点 和 极点 。 分 别 用 α)/ οι / ωχ 


νο, ΜΗ ; η 
F( 广元 


1 1 1 
ΙΙ; 
可 见 通 数 F(w) 不 满足 〈11.69) 式 ， 因 此 也 不 满足 条 件 (iii)。 


为 了 满足 (11.69) 式 , ΠΦΕ(ω) 乘 上 包含 有 二 个 待定 常数 w， 
的 系数 ， 即 引入 


(11.71) 


Ει(ω)ΞβωΡ(ω) 
{ἑ Ει(ωὶ 满足 (11.69) 5ο, χε Βι(ω) 代入 (1.69) 式 得 


BorFCo Re 人 和)-BoooFCoOF( -全 )=1 


τυ 


δ Ες) ΓΡ ΡΕ (-ᾱ-)}-! 


βωΡ(ῳ) 
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此 式 与 (11.71) 式 比 较 得 
Bra”= 1, β--αἳ 
由 此 得 


Γη 
Fl(w=+icw 1 Ε(ω)- [(α) (11.72) 
满足 所 提出 的 全 部 要 求 ， 正 是 我 们 所 待 求 的 函数 。 
可 以 用 西 他 函数 表示 了 (w)。 令 
ᾳ 一 exe 

应 用 (9.85) 式 ， 则 得 f(w) 的 最 后 表示 式 
. Τη --]ης 
ne αμ... 
f (w)=+w ny -- 
(αν: -iT 


9 πὶ 


η 


) (11.73) | 


πλ" ιτ Έτ, ΘῈ (7.82) 式 可 将 (0) 表示 为 


ο(πϑτο-“|---1-) 

1 οπτί τ 

655, Inau+ncl 1 (11.74) 
1 ϑπτὶ τ 


811.56 圆 环 的 狄 利克 菜 癌 题 


已 知 解析 函数 F《w) 可 以 用 它 的 实 部 边界 值 来 表示 。 例 如 ， 
车 变量 域 是 单位 圆 (ως 1)， 则 可 得 到 如 下 有 具有 边界 值 6( 9) 
(ω τε) 的 消 松 《Poisson) 积分 公式 ， 
F(w)= σος 
式 中 C 是 一 个 实 常数 。 
我 们 的 任务 是 由 圆 域 转 到 圆 环 域 ， 作 出 相 类 似 的 公式 。 


设 复 变 量 思 平面 上 有 贺 环 域 R， 其 外 边界 和 内 边界 分 别 是 
[ω]- 1 和 |w!= ᾳ 的 圆 ， 并 有 4 二 1。 


db+iC (11.75) 


0 


276 


所 要 求 的 解析 函数 已 (w) 应 满足 ， 

(1) F(w) 在 尺 域 内 及 其 边界 上 是 正则 的 。 

(ὗ Ε(ω) 在 尺 域 内 及 其 边界 上 是 单位 的 。 

(iii) 在 圆 环 尺 的 边 闪 上 因数 下 (za) 的 实数 部 分 为 已 知 ， 即 
ReF(ge’)= α(θ) 
Κερ(ε)Ξ- (9) 

(iv) α(θ) 与 5(0) ΑΕ ΕΡΕ, ΒΒ 存在 如 

下 关系 式 


(11.76) 


{oa(0)d=| "6(0)d (11.77) 
条 件 (iv) 是 很 易 证 明 的 ， 因 为 
-. | 1 ” Flre) dei du 


2π. 2 

右边 的 闭合 积分 路 径 是 以 w= 0 为 圆心 ， 半 径 为 r(9<r<1) 
的 圆周 ， 该 积分 不 取决 于 了 的 选取 。 若 到 上 式 左 方 被 积 函 数 实数 
部 分 ， 也 有 相同 的 性 质 。 可 以 令 7? 依 次 趋 于 1 和 9， 并 注意 到 

积分 
1 
2π 

能 够 取 所 要 求 的 极限 ， 从 而 得 〈11.77) 式 。 

现在 来 构造 所 要 求 的 男 数 。 先 将 该 待 求 函 数 己 (w) 展 成 罗 


ΓΑ 
Γι Ρε (γε) ἄθ 


Ce 


Ε(οὴ-- > an (11.78) 


ἩΒΤΕΚ ΕΠΣΕ ΚΙ ΠΕΙ, 192 Ες ἈΚ Ε 
式 二 边 的 实数 部 分 ， 从 而 得 函数 ac《8) Λδίθ) 的 傅 里 时 级 数 
式 ， 由 这 些 展 开 式 得 出 系数 c。( 积 分 形式 )。 最 后 将 所 得 系 数 q。 
代入 〈11.78) 式 中 求 和 ， 得 到 下 列 公式 


Fa- 全 | 0) ία Ἱπω τς ja 
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- Γ᾽ α(θ) (απο -- 元 8 一 @/ dnt+iC 
(11.79) 

式 中 是 任意 正 实数 ， 而 纯 虚 数 ο’ 满足 9 =e"””%”。C 是 任意 实 
常数 。 ζ(μ)-ζίμ!ω, 0’), 

为 了 说 明 (11.79) 式 即 是 所 要 求 的 函数 ， 需 要 证 明 它 满足 
条 件 (i) 219) (414). 

由 于 下 列 二 汕 数 在 贺 环 域 RR 内 是 正则 的 

ο ο 


πι 
可 见 由 (10.79) ΠΕΡ Ρ (0) 1 ΚΗ ΤΕ ΠΠ. 
为 了 说 明 亚 (za ) 是 单 值 的 , ΓΗ ή ω ΕΙ] ωι-- τίς 
τς 1) 绕 一 周 时 ， 函 数值 不 改变 。 令 岂 由 τεν'--γε' 3， 相应 
地 (11.79) 式 被 积 函数 中 的 函数 变 成 


Ὁ © 
cu 一 人 ϐ +20) 


ς{-ῃ in zw 一 -0 ο΄ +20 ) 
但 因为 - 
(1 πώ) Ct (4)+2n 
吉 (11.79) 式 右 方 积分 等 于 


Flw)+ τα π{ [ο bc0)d— 7" α(θ)αθὶ 


由 (11.77) 式 知 上 式 的 积分 项 彼此 相约 ， 所 得 到 的 结果 仍 是 
户 (w)， 这 表明 函数 是 单 值 的 。 
最 后 证 明 前 数 (11.79) 式 满足 (11.76) 式 。 在 尽 的 外 边界 
上 及 尺 中 取 有 相同 幅 角 4 的 二 点 . 
w=e", w=re't (ηᾳ-«τ-«ἱ) 
车 函数 b《(s ) 只 在 6 处 是 连续 的 ， 则 应 证 明 
lim ReF (re'®)= b (0ο) 


Γ--1 


为 此 ， 将 (11.19) 式 改写 成 下 式 


ΡΕ (re’ 


--. 
πες α(θ)ε[---ωτ 
Ἔ-π-ίθο- ϐ)--«’ ]άθ--10 

ο 


7 被 积 函 数 的 大 括号 部 分 在 0 之 9 < 之 2 范围 内 Ἀ τί «τς 
1) 的 连续 函数 ， 故 能 取 r -> 1 的 极限 ， 得 
-)] 


lim Π--π-{ε(θ){ε[-ρ 


rl 


因为 @ 和 % /i 均 是 实数 ， 故 大 括号 内 是 实 函数 ， 因而 lim 7, 是 
纯 虚 数量 。 同 理 可 以 证 明 limds 也 是 个 纯 虚 数量 。 
故 

lim Βε Ε (γε) -- πι Re ο 

7-1 rl 


2 ἆθ 
ὃ (9) 
上 | - -θ) 
1 
In{ -一 一 
-二 | 5 (6 ία) 
(6- 


Τ db 
7 -> 1 ο)” + 7 I) 


=b (90) 


ad 
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这 里 使 用 了 函数 (0) 在 点 6 连续 的 条 件 。 
周 理 可 以 证 明 ， 当 (01) 在 0 处 连续 时 ， 有 
lim Re Ε(το'"ο) -- a (00) 


Γ-»ς 


这 样 ，(11.79) 式 是 我 们 所 要 求 的 函数 ， 就 全 部 证 明了 。 


811.6 切 比 雪夫 极 值 问题 
中 椭圆 函数 的 应 用 

(1) 切 比 雪夫 极 值 (逼近 ) 间 题 

切 比 雪夫 通 近 称 作 最 佳明 近 ， 是 沙 数 逼近 论 的 一 个 重要 组 成 
部 分 。 关 于 函数 表 近 问题 的 切 比 雪夫 普遍 定理 可 在 有 关 的 专著 中 
查 到 令 。 这 里 我 们 仅 作 一 简要 说 明 。 为 便于 了 解 有 关 椭 避 函 数 的 
应 用 。 

设 在 区 间 [a ， 上 5 1 内 给 定 一 实 函 数 9C(x )， 另 有 一 具有 # 个 
4 ἀξ την αν ΒΒ Κι! (αχ) (9 1 {(αδσα” γαια”'-ε 
ax 十 十 ao)。 如 果 选 择 参数 (1-1, το π) 使 下 式 在 
区 间 Ca，6 2 上 成 立 


max|9 (%)— [(Χ}|-πιῖπ (11.80) - 
则 在 切 比 雪夫 意义 8 上 讲 ， 称 了 (x) 在 区 间 C4 ，6 3 ΕΕ τμ 


数 g (x)。 

如 图 11.2 所 示 ， 设 19 一 有 | 的 最 大 值 吃 出 现 w 次 ， 位 于 %1 
Xo 0 之 Nxm 一 b) 上 。 以 下 将 要 说明， 当 
这 个 极 值 问 题 有 解 时 ，|9 一 f | 最 大 值 的 个 数 包 与 参数 αι 的 个 数 
# 之 间 存 在 一 定 关系 。 令 

g (x)— fx)= HX αι, αἱ, i α) 
车 * 是 固定 的 ， 则 的 微分 为 
D 中 


dd 中 一 da, 十 - da 十 … 十 3 


αα, 
9αι 9 


ἢ 
αρ 


5 ΕΠΙ, Αλ, ΛΕ 《 逼近 论 》， 国 防 工业 出 版 社 ，1985。 
@ 19 - /| 的 全 部 最 大 值 相等， 并 等 于 在 区 闻 边 界 上 | 9 - 了 | 的 值 。 


279. 


8112 切 比 雪夫 下 近 ， Γ(ίπχ, αι, στ απ) πο(α) 
ΒΠΗΙ π 个 数 入， λα ΜΝ; λα 令 
dai:aa :sada。 一 入 :3 和 An 
φ.,(αχ, )λι 十 中 (xx 十 十 中 (4!) N= δι 
中 (Xs) 入 ;十 中 。 :32) 人。 十 ， 二。 (ἄν)λεπ δν (11.81) 
qo (Xs) A + (αλ. 十: .十 中 (Km) A= So» 
式 中 中 ,一 -中 。 如 果 该 方程 组 当 5 与 相应 的 (x) ο 


号 时 有 人 解 和 ,，%X。，-…，%s， 则 将 得 到 与 前 提 矛 盾 的 结果 。 因 为 此 
时 可 以 在 假定 的 解 由 (YY，e α,, ''', αι) 的 最 大 值 万 附近 ， 
找到 另 一 个 小 于 万 值 的 解 ， 中 (xx，G 十 ἑμ,, 0 十 so， ἂν Ἑ 
sh,)， 其 中 。 是 一 个 足够 小 的 量 。 因 此 ，f (x) 在 切 比 雪夫 意 
义 上 逼近 9g(x) 的 必要 条 件 是 ， (11.81) 式 是 不 可 解 的 。 
为 了 进一步 说 明 这 个 逼近 问题 的 必要 条 件 ， 今 取 一 特殊 情 

形 ， 中 (X，al，a，…， α.) ΞΞκ"Η-αιχ"-)ή-»''ἥ-αι, 则 (11.81) 
式 变 成 

X71 十 X22 十 十 和 ,一 51 

κ. λ, Γκ 3 λι 二 “十 和 一 3 《11.82) 


μυ... ολ Εν. 一 
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仍 如 此 方程 组 的 数列 s,，s,，…，sm 中 变 号 的 次 数 不 大 于 ?一 1 
《 即 严 入 ” )， 此 时 下 式 的 零点 (επ -- 11) 
αλ, ἠ-α""ἕλε-»''ἠ-λ, 
-ο(α,-α)(χ-χ''(α--.,.)ν 2 一 常数 

分 别 位 于 每 一 对 变 导 5; 及 δρ, 所 对 应 的 x; 及 κι 二 点 之 间 ， 则 
(11.82) 式 是 可 解 的 〈 因 为 方程 的 个 数 委 变量 的 个 数 )。 但 是 , 假 
如 si.，s,，…，sm [ΒΑΡ ΒπΥΚΆΕΒ (πι7}π), 7; 即 在 6(x) 
交替 取 正 负 值 的 极 值 点 ( 见 图 11.3) 至 少 有 # 十 1 个 时 ， 则 
-(11.82) 式 是 不 可 解 的 。 图 11.3 表示 出 这 种 极 值 问题 中 f(x) 
的 变化 规律 ， 此 例 的 9 (x)= 二 0，” 二 4， 极 值 点 数 m== 5， 零 
点 数 = 4, 因 自 变量 数 % 小 于 方程 数 m， 故 (11.82) 式 是 不 可 解 
的 。 总 之 在 切 比 雪夫 意义 下 实现 f(x) 对 9 (x) 逼近 的 必要 条 
件 是 ，(11.82) 式 是 不 可 解 的 。 

ΜΗ ΠΡΙΝ 1 (x) 取 如 上 述 的 多 项 式 形 式 时 ， 接 最 佳 逼近 
原则 ，f (x) 应 是 切 比 雪夫 多 项 式 。 现 在 来 求解 这 种 切 比 雪 κ 
多 项 式 。 设 在 区 间 [ 一 1，1) 内 

g(x)=0 
y= 了 (XxX)=X" 二 TaxX” 1 十 … 十 @。 
下 面 将 会 看 到 ， 在 切 比 雪夫 意义 上 》 逼近 9 时 ， 所 得 αμ ανν" 
α, 的 解 ， 正 构成 切 比 雪夫 多 项 式 。 

如 前 所 述 x 在 区 间 [ 一 1 ，1 2 内 至 少 有 nn 十 1 个 极 值 点 使 
| 月 = 万 ， 因 此 除了 在 x = 土 1 边界 点 外 至 少 有 ?2 一 1 个 内 极 值 
点 ， 在 这 些 点 上 y= 二 0。 因 为 y 是 "一 1 阶 的 ， 故 y = 0 的 
根 应 是 彼此 不 相同 的 ， 即 ν΄ 的 根 只 能 是 单 根 。 田 一 方面 这些 
内 极 值 点 又 是 方程 式 一 D? 的 零点 ， 而 且 是 二 阶 零 点 。 由 于 在 
内 极 值 点 处 -ο,  ϱ)- 5ϑ’ = 二 2yy’ ο, ἈΥ πα 
极点 ， 攻 一 D? 应 比 钢 于 y’。 另 外 在 x 一 土 1 的 边界 点 处， 
2-7, ὰ ν’-- Ρ ΝΑΡ Σ (1 一 x) 和 《1 十 xx)。 改 得 


αν 3 
i c2 --- χ.γ| -一 一 
形 一 多 一 CC1 (25) 
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式 中 6 为 一 比例 常数 ， 令 1 = 二》/ 了 7， 上 式 变 成 
αἱ - 1 dx 
ΥΕ ο νι-κ (1.59) 
当 * 由 一 1 连续 变 到 十 1 时， 恰好 在 一 1 与 1 间 摆 动 n 次 。 如 


将 上 式 由 x 一 一 1 至 x 一 十 1 进行 积分 ，c 一 十 上 二。 上 列 微分 广 


程 的 解 当 卫 二 1 时 》 ---- ΡΝ ΤΕ 
y=Deos(narccosx) (11.84) 
这 就 是 众所周知 的 切 比 雪夫 函数 。 令 % 二 cosm， 即 可 得 关于 x 
的 4# 次 多 项 式 一 一 切 比 多 雪夫 多 项 式 
μ 


11.8 切 比 雪夫 多 项 式 例子 Cn 4) 


(12) 雅 各 比 椭 加 函数 在 切 比 雪夫 极 值 问 题 中 的 应 用 

首先 研究 下 列 通 数 的 极 值 问 题 

| Ἢ. ο 

y= Π 6r (11. 85) 
3 (Ω)) ΞίΦ(Ω)13 

基 试 求 在 0 委 & 委 R< 1 中 取 尽 可 能 小 的 最 大 值 。 式 中 
也 i,…，P2s 将 起 着 前 面 所 研究 函数 (1) 中 参 δα ανν … 
as 的 作用 ， 而 > 王 土 也 (9320) 的 极 值 点 Ωι Ων» ο, Ω. 将 
是 待 求 的 。 因为 
9 Βι- Ωἳ ΛΝ. Ελ" 1! ,1 . 
5 1 一 并 (ae ; σπ-ρε) 
4 (11.81) 站 现在 人 并 


ΕΤ λι ----ς 说 入 十 … “十 -和 一 ο. ολ - 
π/ 2} 1 } 
[7 » (Bi Ως -十 στ Ps ηλ "| 一 9 (11.86) 


σ- ω-ον 


νξ 1, ᾱν τν 


ν 


ᾗ 


[π/2Ὶ 
以 [ (1 一 PiQ”)* 乘 上 面 的 每 一 个 方程 ， 得 
1 


Γ[π/2} 
19 TT (5)--ϱ3) (Ω””--Ρ9 


μα 1 
Cn/2) 1 1 ， 
” Tl Pi—O2 ΙΙ Q- 一 万 : 入 。 πα ὃν 
σ-ι σ | σ ΠΝ 
υπ 1, ὃν ,Mm (11.6 Α) 


τη Ηστ 表示 # /2 ΗΡΑ ΜΑΗ, να 是 奇数 ， 则 C+ / 
2}-(π--.1}/2. (1.86 Α) 式 中 大 括号 内 的 表示 式 是 @ 的 
有 理 整 函数 ， 阶 数 为 #， 在 局 = 1 和 以 = 0 处 取 零 值 ， 而 其 他 
异 于 0 和 1 的 零 值 是 互 为 倍数 的 ， 因 为 在 (11.86A) 式 中 可 以 
互 换 2 与 1 /Q*。 在 Q 的 变化 区 间 (0, κ) 中 ， 该 表示 式 只 


ο ο ν. 5 ὦ ο 


变 正 负 符 号 ， 则 (11.86 A) 式 的 方程 数 m 小 于 % / 1. λιν λιν 
…， 入 cav2 的 解 存在 ， 以 致 (11.86 A) 式 大 括号 内 表示 式 正好 在 
每 二 个 具有 不 同 符号 的 连续 的 极 值 点 间 取 零 值 一 次 。 

由 此 得 出 结论 ， 为 了 得 到 这 个 极 值 问 题 的 解 ， 要 求 (11. 85) 
式 的 数列 y, 至 少 机变 号 ?4 /2 次 。 另 外 ， 关 于 P, 的 变化 区 间 问 
题 ， 由 (11.85) 式 知 ，Q:=P: 是 3》 的 零点 ，Q*=P， 是 > 的 极 
点 。 因 此 如 果 在 0 委 Q 委 有 R< 1 的 区 间 内 2 具有 尽 可 能 小 的 最 大 
值 ， 则 由 (11.85) 式 知 当 Q 之 k"' 时 , » 具有 尽 可 能 大 的 最 小 值 ， 
故 得 0 忌 忆 < 六。 下 面 求 3。 

为 了 求解 这 个 极 值 问题 ， 确 定 出 P,， 并 求 得 极 值 D 的 大 小 
和 位 置 ， 须 建立 》 作 为 Q@ 函数 的 微分 方程 ， 其 初始 条 件 是 @ =0， 
Υ- Ώ. ΠΙᾺ (11.85) 式 是 该 微分 方程 的 解 。 在 建立 微分 方 程 
之 前 ， 先 对 (11.85) 式 做 进一步 的 分 析 。 (11.85) 式 是 偶 的 有 
理 函 数 ， 故 在 区 间 (65, ἐ) 内 ， 它 有 ?个 ΩΞΡΒΙ(µ- 
1，2，…，7m/2) 在 每 二 个 根 之 间 有 一 个 航 值 点 ， 在 每 个 极 


ON 
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τα ο 人 2 变 号 ， 故 这 些 ο 


点 ) 并 有 1y| 一 万 。 另外 在 Q = εκ Ε,]δ|--Ώ. 由 (11. 88) 


式 ， 因 为 存在 关系 式 ? (Q 0 =[> (Q)15 {ΚΠ} Q"! 代 替 Q 时 ， 
2 的 零点 Qo 二 土 忆 变换 成 极点 ,一 土 书 ， 而 极点 仍 变 换 成 极 
点 ， 但 此 时 1y| 一作: 并 且 , 在 Q ἐλ, ΕΙ: 0. 

现在 来 建立 所 满足 的 微分 方程 。 在 dy/dQ = 0 的 点 , Τ’- 
γ 1 05- γ᾽ 都 有 二 重 零点 (如同 建 立 (11.83) 式 所 考虑 的 )， 
ΒΗ, (Ὀ-γν (01-23 应 比例 于 (4dy/qQ)*”， 另 外 这 个 乘积 
在 Q = 二 + k 和 士 ! 处 还 各 有 一 简单 零点 。 因 此 得 


2 
(»--νϑ(δ'-χϑ----(ι --ῬΩθ (1 --ᾱΩ ας) 


(11. 87) 
对 上 上 式 开 方 得 ? 所 满足 的 微分 方程 
αν - /Dy DEY) κ 
"γι —RQ) (C1 -ᾱ-Ὦ) 
令 
ε- τν ΠΣ (11.88) 
得 
dz 二 二 Cdi ---ᾱ" 
ν(1 -2ϑ(1 δὴ ν΄(1 --8)(1 -- 012) 
(11.89) 
式 中 C 是 常数 ，C> 0。 根据 (11.895) 式 ， 当 z 0, Ω-ο 
Γη !32 
>»= [| Pi=D 
VY=1 


因此 z= 二 0，+t= 十 1。 当 2 由 0 增 至 1 时 ， 人 由 0 增 至 &， 则 
tf 由 十 1 变色 一 1， 再 由 一 1 变 至 十 1， 交 营地 搓 动 共 [n/2) 
次 。 当 + 由 十 1 至 一 1 时 ，di/dz 是 负 的 ， 而 1 由 一 1 至 十 1 时 ， 
如 dt/dz 是 正 的 。 故 (11.89) 式 中 如 第 一 个 根 号 选 为 ΙΕ 的 ， 则 


RE RE ο ο ο ο ο ὉὉὉὉΟΟΟΙΟΙΙἹΙΞ:ΞΣΞΣΞΣΞςΞςΞζτζτ-ἄ-.--ςη.ππιὶ 
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第 二 个 根 号 的 符号 是 完全 被 确定 的 。 先 考虑 (1.39) 式 关 于 % 
μπῶ, Βπ21Ε0--1 ΣΙ (21.9 -- ΕΙ) 进行 积分 ， 相 应 
地 关于 t 的 积分 应 从 一 1 ~ 十 1 积分 %/2 次 (或 从 0 一 1 积分 
n 次 )。 若 取 正 根 号 ， 则 得 

1 dz 
J γ΄( 1-23 (μα 


πο]. 1 ν΄(1 -5 -- ΓἑΒῪ᾽ 
即 
Κ (43) --ποκ (03) (11.90 Α) 
车 z 由 1 增 至 有 *(> 1)， 而 1 单调 地 从 土 1 变 到 +D"*， 若 
取 正 的 根 号 ， 则 由 (11.89) 式 得 


ρ” ο. dz 
1 V1—2)(1 一 Po 


1/03 αἱ 
-cj ντα” 
" Κ’(6}-ΕΟΚ’ (00 (11.90). 
关于 微分 方程 《11.89)， 它 是 二 个 相等 的 微分 式 用 一 个 公共 
微分 du 来 定义 的 。4 既 可 看 作 是 > (ΠΩ) 的 函数 ， 也 可 看 作 
是 上 〈 即 y) 的 函数 。 令 


Ζ-Ω (11.91) 
则 可 将 (1.89) 式 变 为 下 列 等 效 的 二 个 微分 方程 
(453) = -ed -oo9， α-ι. p --ᾱ3 


(ας ο) --(1-- 4273) (1-- 83273), A=C!, B ες ΓΡ” 
(11.92) 
ϱ«,-α, 0<B<A (11.93) 


其 初始 条 件 是 
udu=0, 2=0, t=1, Z=A! (11. 94). 
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显然 满足 (11.92) 二 式 的 函数 z (1) 和 2Z = 二 FF(4) 是 
雅 各 比 椭圆 函数 ， 二 者 与 sa 只 是 在 刻度 上 的 不 同 。 考 虑 到 初 
始 条 件 (11.94) 式 ， ΜΤΖΞΕ(ω ΓΩι)ο (ΠΕ 11.4{ 0) )。 


图 11.4 ww 平面 上 ff 《ww) 和 FC4) 的 周期 四 边 形 


设 函 数 | 的 周期 为 (40;,，2®m,)，F 的 周期 为 (48,，2Q;)。 可 
了 以 在 预 给 6 及 5 (a = 1，b = 外) 的 条 件 下 ， 适 当选 择 C 和 DD 
《或 4 和 B) 以 使 (11.90A) 及 (11.90B) 二 式 的 周期 间 的 26 
系 式 成 立 ， 也 即 是 使 二 者 的 实 周期 差 2 倍 ， 而 虚 周 期 相等 ， 即 使 
Του 


Οι Ω,--ο, (11.95) 


ΒΗ (11.91) 式 知 ，2Z 的 周期 四 边 形 是 t 的 周期 四 边 形 的 C 售 , 故 
在 (11.95) 式 成 立时 ， 将 FC(u) 看 作为 (1) 的 冰 数 是 可 求 
0. 

5η αἱ ξ---εη(-- 1), sn(K+u)=sn(K—41) 


Γ(σαλτ- (1) f (0+ 14)= f (0,— ") 
(11.96 A) 
在 上 式 的 第 二 个 方程 中 用 4 十 ol 蔡 代 4， 得 
Γ (1 δω) Ξ- f (4) (11.968) 
由 (11.95) 5238} }(“) 和 已 (2) 均 是 具有 周期 4o 及 2 os 
的 椭圆 函数 ， 在 J(%) 的 周期 四 边 形 (单位 胞 腔 ) 中 ，F(4) 
具有 25 个 单 零点 和 20 个 单 极点 ， 其 位 置 是 


ee ep eee tte rr edi tres nA 


i 
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2η 个 单 零点 : 


2va， 
τ 


1 一 


25 个 单 极点 : 


y=0,， 1, 2, ,27 一 1 


图 11.4 给 出 了 f(u) 和 FF(w) 的 周期 四 边 形 。 其 中 图 (4 ) 同 
时 表示 了 二 函数 的 四 边 形 ， 其 斜 线 部 分 是 F(4u) 的 四 边 形 。 图 
(5) 表示 在 F(4) 的 四 边 形 上 各 特殊 点 处 的 五 值 。 

根据 以 上 分 析 可 将 已 (xz) 写成 1(u) 的 下 列 函 数 式 


(ιδ) τσ | (11.97} 


该 式 二 边 在 以 4o, 和 29, 为 边 鬼 周期 四 边 形 内 具有 相同 的 单 零 点 
和 和 极点， 如 果 二 边 除 以 f (4)， 令 4 一 0， 则 等 式 左 边 F(wu)/ 
f(xu) 为 不 定式 0/0， ΜΗ (0) ---ι, Ε’(ο)--:-1, κ 
(11.97) 式 成 立 

利用 (11.97)，(11.95) 式 及 图 11.4(6)， 可 以 得 到 


μη 
B_ Fe) Ε 本 
A 


Ε (Q,+8;) ο αι) 
1 


nl ΠΕ Ὁθιὴ 


n 


σον Ἔ [e+ Ἡ 


| 


(αδγ" τι ο (11.98) 


νΞο 
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这 里 应 用 了 人 恒等式 
f (41)f (ui+o)= f (9) fF (0+0,) = (ab) 
(11.99) 
该 式 成 立 是 因为 相 科 的 二 函数 的 零点 和 极点 互相 抵消 ， 故 其 乘积 
是 没有 零点 和 极点 的 ， 显 然 在 4 τωι 时 ， 上 式 成 立 。 
由 (11.92) 和 (11.98) 式 得 
π- 1 
二 = hk2” ΤΠ sh” [:'-.Κ, κ’) 
考虑 到 snK = 1，sn(2K 一 4) 一 sn 4， 上 式 乘 积 中 第 v 个 因子 
与 第 (7 一 1 一 v) 个 因子 相等 。 故 在 % 个 因子 中 ， 不 论 n 是 偶 
数 或 奇数 ， 均 是 成 对 出 现 的 ， 但 如 “是 奇数 时 ， 多 出 一 个 因子 
sn*(K，R) 二 1， 因此 由 上 式 得 
Cn/2) 


Ρ-ἑ" 11 οὐ ΠΣ δ (11.100) 


v=0 
为 了 使 极 值 问题 有 解 ， 即 能 求 出 (11.85) 式 中 的 P， 须 研 
究 所 (4 十 10) 二 FC4 十 @1/ 1#)。 为 此 ， 变 应 用 如 下 加 法 公式 
5η ο 
1 --Ε ο "ου 


ου (1 ΓΚ υλεπίη-- 0) - 
函数 f 相应 有 
.. ο α)--/ζο) 
Γαλ (uo) Ta (11.101) 
该 式 由 (11.99) 式 亦 可 证 得 。 利 用 (11.96B)，(11.97) 及 
(11.101) 式 得 | 


Z= EL 人 -]- (-- 1)"2P 


n/2 ν.. -- 
ο... 
ΣΑ 
-- [Γ(2Ν --1)ω;/πῚ- --[(α ) 
=P vl A (11.102) 


ο... hh EO hens i TT 


Ρ -| TT re 


γΞΙ 


πἜα--1, ὁ τι, Γ(ι) τοπία, ἐ), Q =hz = Rkf(y), 
ωι-Κ (93), »-ἰΠ-ΏΖ/ς, 358 


在 (11.102) 式 中 令 4 = 一 0 并 将 (11.102) Ἡ (11.85) 式 比较 ， 
得 


ΕΣ βῚ 
ρα το Y= 


一 R “及 己 
之 ΣΥ 2 
TT sn , ο 


7 
(11.103) 
这 里 应 用 了 关系 式 
Cn/2) 
P= Τ] snz -2 
v=1 


该 式 由 《11.96 A) 和 (11.97) 式 证 明 ， 考 虑 到 sn 天 =1。 


再 求 极 值 点 的 位 置 ， 这 些 点 是 -9 (或 3 ΜΜΑ, 3 
即 上 一 土 1 或 Z 一 土 4 的 点 ， 由 图 11.4《b ) 得 


人 一 νι -- ὃν ο (11.104) 


ΠΠ; 
而 零点 位 置 


w= (2 —1)Q, = kK (11.105) 


至 此 我 们 已 得 到 求 (11.85) 式 极 值 问 题 的 全 部 结果 。 现 在 
做 一 简短 小 结 。 


289 


( i) 所 研究 区 极 值 问 题 的 解 是 可 求 的 ， 其 主要 结果 示 于 方 
程 (11.103)，{11.100)，(11.104)， 和 (11.105) 式 ， 它 们 分 
别 给 出 了 待定 常数 乙 ， 极 值 的 大 小 和 位 置 ， 以 及 零 扣 的 位 置 、 
(1) 所 研究 的 函数 》(Q)， 其 y》 和 通过 微分 方程 (11. 89) 
或 (11.92) 的 解 ， 沟 表示 为 中 间 变 量 4 的 雅 各 比 函 数 
QQ 一 Rz 一 RU) 一 Rsa( Lp 


Μη .ῃ --- 
y --1Ώ σ 2 ὁ σα Κ/π) 


函数 { 的 周期 (4ωι, Ζω), ὤνπ κ (|), ΩΞ ΑΚ’ (03) 
58 Ἦν ΓμΗ 15] ἩΒ (4Ω,, ΖΩ»). 0 一 


(1} 可 以 在 2: 平面 观察 到 了 (Ω) 的 分 布 情况 。 当 人 Q 变化 出 
0 一 并 时 ，24 由 0 一 ol 一 天 ， 或 0 一 oil。 由 (11.104) 式 和 图 
11.4 δι, ἀ--2νΩι 为 极点 Ε((Ν- 1)Ω} 5 κά ᾶ 


六 ΒΞ, Ἡωμτς, «δι, 54Ωι, 


“. πω, (π 为 偶数 ) ΕΕ. ΑΙΚΈΊΣΞΓΗΟ, -7.'' 9 
ΜΉΝ  (--Β, β) 区 间 上 对 0 ΠΧ, επ 十 1 次， 
而 零点 数 为 和 。 如 在 FC(u 十 Q1) 的 周期 四 边 形 上 看 ， 因 自 变量 
为 4 十 QI， 故 # 十 1 个 极 什 点 对 4 二 8 ΚΠΕ απο 

另 一 种 与 《11.85) 式 并 列 的 极 值 问 题 是 


(0; -- 
ΠῚ ᾽ Qs = © 


02 
>=Q [| Por (1.106) 


»-(-- 1 5 Cy (ΩΣ 


式 的 ”是 奇数 ， 而 极 值 问题 (11.85) 式 的 7 为 偶数 。 该 问题 
5s (11.85) 式 一 样 ， 辐 是 求 D=D (0. 88, την Εν) 的 
值 问题 ， 其 中 0 过 P3 志 1 。 用 完全 相同 的 分 析 方 法 ， 得 到 微分 方 
阴 〈《1.89)， 再 化 为 等 效 的 二 个 微分 方程 〈11.92)。 但 (11.106》 
式 的 初始 条 件 是 
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d 
4=0: 2-0, ->0; Ζ-0, 至 >0 (11.107) 


相应 应 取 Z = 下 (4) (n= 奇数 )， 而 不 是 取 2= Cu 二 8) 
(1 三 偶数 )。 因 此 


Ζ-Ε(ι)-(- ΠΙΟ; 
ΒΤ 上 
ο... 
v= 1 ι 
π- 1 


{ (νωι/ 4) {τς} 
ΞΡ (0) Π abv nC αν 1: 108) 
ΕΠΕ (11.109) 式 相 对 应 。 
关于 (11.106). 式 极 值 问题 的 解 , 其 如 和 忆 , 仍然 是 (11.100) 
和 (11.103) 式 。 而 极 值 点 位 置 ， 此 时 是 


te 一 (ον 十 DO 一 2 二 区， Ώ 一 奇数 (41.109) 


零点 为 
m= 2vQ1= LK (11.110) 


“πο: (11.104), (11.105) 式 相对 应 ， 
切 比 雪夫 极 值 问题 的 一 个 有 效应 用 是 在 电子 学 领域 中 。 例 如 
可 以 应 用 上 述 的 分 析 去 逼近 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 的 特性 ， 得 到 著 
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